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Lineasere funktioner

Funktioner vokser pa mange forskellige mader, som hver beskriver en
made, hvorpa ting udvikler sig i virkeligheden. Det kan vaere hvordan
ens penge pa bankkontoen vokser med en bestemt rente, eller hvordan
prisen for en taxa vokser for hver kilometer man har kegrt. Nar vi
snakker om linegere funktioner, mener vi ting der vokser linezert. Altsa
nar grafen for en funktion er en lige linje. Mange situationer ude i
virkeligheden bliver beskrevet med en sakaldt linezer funktion.

Hver funktionstype har sin egen forskrift, som er en form funktionen
skal opfylde, for det er den bestemte type. En lineser funktion har
forskriften

f@)=ax+0d

f(x)=ax+Db

Her star der at funktionsveerdien er lig med den tilhgrende x-veerdi
ganget med a plusset med en konstant b.

Betydningen af a og b

I forskriften for den linesere funktion ser vi 2 veerdier, som vi ikke
kender til, nemlig a og b. a er heeldningen pa linjen. Haeldningen for
en ret linje defineres som hvor meget vi gar op af y-aksen, nar vi gar 1
hen pa x-aksen. Pa figuren er der vist definitionen af, hvad hzldningen
er. Som man maske kan geette sig til, vil det altsa betyde jo stgrre a-
veerdien er, jo stejlere er den rette linje. Haeldningskoefficienten (a)
forteeller altsd noget om hvor meget funktionen heelder.
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b-veerdien er noget mere simpel. Den beskriver nemlig hvor henne
funktionen skeerer y-aksen.

Yy Fx) = ax+b

N

/

I dette eksempel vil b-veerdien for den linesere funktion veere 2, da
funktionen skaerer y-aksen i 2.

X

Hvordan ved vi, at b-vaerdien beskriver skeeringen med y-aksen? Alle
punkterne inde pa selve y-aksen har en ting til feelles; alle x-veerdierne
er 0. Det er de fordi vi er inde pa y-aksen. Det betyder altsa, at hvis vi
vil finde det sted hvor funktionen er pa y-aksen, skal vi bare indsstte
0 pa x’s plads i forskriften for den rette linje:

fl@)=az+b
F0)=a-0+b

Vi kan se, at leddet med a forsvinder helt, da det ganges med 0, og vi
har derfor kun b tilbage.

f(0) =0
Vi har nu vist, at skeeringspunktet mellem y-aksen og vores rette linje,
er hvad b-veerdien beskriver.



Betydning for a og b i virkeligheden

Nar vi arbejder med linezre funktioner i virkeligheden, kan en betyd-
ning som "skeering med y-aksen” virke maerkelig, sa derfor kigger vi pa
et eksempel, der kan hjezlpe med forstaelsen.

Som vi ved, viser a-vaerdien, hvor meget vi gar op af y-aksen nar vi
gar 1 hen pa x-aksen. lad os sige vi bestiller en taxa, og vi gerne vil
opstille en funktion for prisen, sé vi kan bestemme praecis hvor meget
det kommer til at koste for hver km vi kgrer.

Vi far at vide, at det koster 20 kr. pr. km, og samtidig er der et
startgebyr pa 40kr.

Vi kan starte med at se hvilke variabler vi skal have pa x- og y-aksen.
Her ser det ud til, at prisen er athzengig af hvor langt vi kgrer, sa derfor
skal vi have km pa x-aksen og prisen pa y-aksen. Det er det, der giver
mest mening.

T
km

Vi ved at en lineser funktion kommer pa formen f(z) = ax + b, sa vi
skal bare finde a og b-veerdierne. Vi far at vide, at nar vi har kgrt 1
km, skal vi betale 20 kr. Det er preecis det a-veerdien svarer til, nemlig
hvor meget vi gér op af y-aksen nar vi gar 1 hen af x-aksen.

pris T

}
km

Her har vi km pa x-aksen. Vi ser altsd at vi har en haldning pa 20.
Dog ser vi ogsa, at vi har et startgebyr pa 40kr, s& nar vi seetter os



ind i taxaen, starter vi pa 40kr. Dette svarer til vores b-veerdi, som
er skeering med y-aksen. Vi betaler altsa 40kr, selvom vi har kgrt 0O
km. Derfor skal vi huske, at funktionen skal starte pa 40 pa y-aksen,
og derefter vokse 20kr pr. km.

pris T

f
km

Vi har nu lavet en funktionsforskrift for den rette linje, som hedder:
fl@)=az+b
f(z) =20z + 40

Vi skal huske, at a-vaerdien beskriver veeksten pa y-aksen nar vi gar 1
hen af x-aksen. Hvis vi fik informationen 60kr. per 3 km, er haeldnin-
gen ikke 60, da vi her far at vide, at vi gar 60 op ad y-aksen, nar vi gar
3 hen pa x-aksen. Her skal vi omformulere informationen, til at vise
hvor meget vi gar op pa y-aksen, nar vi kun gar 1 hen, og ikke 2, eller
5, eller noget andet.

Néar vi lgser opgaver hvor vi skal opstille en funktion eller finde a-
og b-veerdierne, skal vi altid kigge efter disse typer af informationer.
Altsa, hvor meget gar vi op ad y-aksen, nar vi gar 1 hen ad x-aksen og
eventuelle startveerdier.

Find a-vaerdien ud fra 2 punkter

Tit har vi brug for, at finde a-veerdien (haeldingen) for en lineser funk-
tion. Der er flere mader at ggre det pa, og det kommer helt an pa
hvilken information vi har, men typisk har vi faet 2 punkter, hvor
vi ud fra disse punkter skal bestemme a-veerdien. Her er den formel
som vi bruger, som sjovt nok hedder ”2-punktsformlen”. Hvis vi har 2
punkter,

(3717 yl) og (332, yz)



der ligger pa funktionen, kan vi finde a-veerdien med formlen:

Y2 — 1
a =
T2 —T1

Formlen fortzeller altsa, at vi skal finde forskellen mellem de 2 punkters
y-vaerdier, og dividere det med forskellen mellem x-veerdierne. Lad os
tage et eksempel:

y

Her kan vi se, at vi har 2 punkter pa grafen.
(2,4) 0g (5,8)

Her svarer 2 til 1, 4 til y1, 5 til o og 8 til yo. Alt vi gor nu, er at
indsaette tallene i formlen:

S0t
0—5_72— .

Vi har altsd fundet ud af, at med disse 2 punkter er haeldningen 1.33.

Hvorfor ser 2-punktsformlen sadan ud?

Hvorfor ser formlen sddan ud? Vi vil jo gerne finde ud af hvor meget
vi gar op af y-aksen, nar vi gar 1 hen pa x-aksen (altsd a-veerdien).
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I eksemplet sa vi, at vi gik 4 op ad y-aksen nar vi gar 3 hen ad x-aksen.
Vi skal jo finde ud af hvor meget vi gar op af y-aksen, nar vi kun gar
1 hen ad x-aksen. Derfor dividerer vi 4 med 3. Se det som om, at vi
skalerer det hele ned fordi vi skal finde ud af, hvor meget vi gar op af
y-aksen nar vi kun gar 1 hen ad x-aksen, og ikke 3. Det kan vi altsa
gore ved at dividerer med 3, fordi 3 divideret med 3 er 1. Det betyder
selvfglgelig ogsa, at vi skal dividerer 4 med 3.

y y
F) fx)

-=1.33
3

Det vi gjorde var egentlig bare at skalere den her trekant ned, sa vi far
1 hen ad x-aksen, og ikke 3

For at finde heeldningen, tog vi egentlig og divideret forskellen mellem
de 2 y-veerdier, som i vores eksempel var 4, med forskellen mellem x-
veerdierne, som i vores eksempel var 3.

Det vil sige, at for at finde haeldningen skal vi dividerer forskellen



mellem y-vaerdierne med forskellen mellem x-veaerdierne, altsa:

Y2 — 1
aq=—
T2 —T1

Det er sadan formlen er kommet frem.

Nogle gange ser du maske at formlen star som

Ay

v

Men dette Delta-tegn (A) er bare et tegn vi bruger til at indikere en
forskel mellem 2 ting. Her er det forskellen i x divideret med forskellen

iy.

Hvordan vi finder b-vaerdien

Alt vi skal ggre for at finde b-veerdien, er at isolere den i forskriften
for en linezer funktion:
y=axr—+b

Vi traekker az fra pa begge sider, og far:
y—axr=>

For at finde b, skal vi altsd kende heeldningen og (x,y), som er et
vilkarligt punkt, der ligger pa grafen. Hvis vi tager eksemplet fra for
hvor vi har a-veerdien og 2 punkter, kan vi finde b-vzerdien. Her har
vi faktisk 2 punkter at ggre godt med, men vi kan sagtens bare ngjes
med 1. Vi veelger selv hvilket punkt vi bruger. Jeg tager det fgrste
punkt. Sa indsaetter vi det egentlig bare i formlen vi lige har lavet:

b=y —ax
b=4-1.33-2
b—4
]

Vi har nu fundet b-veerdien og kan faktisk opstille hele funktions-
forskriften.
y=axr—+b
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=1.33 +4
y=133z+ 3

Linezer regression

Lineser regression er en made, hvorpa vi kan danne en funktions-
forskrift ud fra nogle givne punkter. Vi far typisk et program til at
lave forskriften, da det er lidt besveerligt at lave i handen.

N

Lad os sige, at vi fik givet disse punkter, der viser sammenhzngen
over et eller andet. Det kunne veere pris pr. km hvis vi sidder i en
taxa, eller afstand pr. sekund hvis vi kgrer i en bil eller lign. Vi vil nu
gerne finde en ret linje, der beskriver disse punkter bedst muligt. Det
er her vi bruger lineser regression. Nemlig til at finde den rette linje,
der passer bedst til disse punkter. P& den méade kan vi komme med
et kvalificeret bud pa, hvordan fremtiden kommer til at se ud. Med
vores CAS-veerktgj (Maple, Wordmat, TI-Nspire, LoggerPro etc.) kan
vi lave en ret linje, der bedst beskriver punkterne.
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Det kunne veere den rette linje sa sédledes ud. Vi har nu fra vores CAS-
veerktgj faet en ret linje med en a og b veerdi, der bedst muligt beskriver
disse punkter (der star i CAS-veerktgjet hvad a- og b-veerdierne er).

]
8- Lineaee ligasning - Datasat | ¥ T
y= oD

m(Stigning} 0.7876

b (¥-skaring): 05357

Komelation:0,9620
6 RMSE: 05903

2
(0,42,827) X

Men hvordan kan vi vide hvor godt den egentlig beskriver punkterne?
Hvad hvis der faktisk ikke var en lineser sammenhaeng mellem punk-
terne? For at vurdere, hvor godt vores lineszere regression passer til
punkterne, bruger vi et residualplot.

Residualplot

Et residualplot bruger man til at vurdere, hvor godt ens linesre re-
gression passer til punkterne. Her gar man ind og kigger pa forskellen
mellem punkterne og linjen.

afoigelsen

™

regress ionen

Nar vi plotter disse forskelle samt den lineaere regression, kigger vi pa
om punkterne ligger "tilfzeldigt”. Med det menes der, at punkterne ikke
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klumper sammen eller former et andengradspolynomium eller lign. Sa
ville vores regression ikke passe godt. Jo mindre disse afstande fra
punkt til regression er, jo bedre er det selvfglgelig, da vi sa ville have
en linje der ligger meget teet pa de rigtige punkter.

afvigelse

regressionern

Dette residualplot ser fint ud, da vi har noget der ser tilfeeldigt ud, og
samtidig ogsa ligger spredst.

godt Ikke godt

afvigelse afvigelse

Der findes mange typer af regressioner, sa det kan sagtens veere at du
ikke skal bruge lineser regression i en bestemt situation. Maske vokser
denne situation slet ikke linesert, men eksponentielt eller som en anden

type.

Forklaringsgraden

Sa hvordan vurderer vi s, hvor god en regression er? Altsa hvor godt
beskriver den model vi har opstillet vores situation? Jo, vi har jo vores
residualplot, men der er faktisk en veerdi der kan fortzlle os det. Dette
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er ikke en vi selv skal regne ud, men en som vores CAS-veerktgj giver
os. Den veerdi kalder vi for forklaringsgraden eller R2-veerdien. Denne
veerdi vil vi gerne have sa taet pa 1 som overhovedet muligt. Jo taettere
jo bedre. Denne veerdi kan netop forteelle os, hvor god vores regression
er.

En forklaringsgrads pa 1 er selvfglgelig optimal, men i langt de fleste
opgaver hvor du skal bruge regression, kommer du ikke til at fa en
forklaringsgrad pad 1. Den kommer sikkert til at ligge pa 0.97-0.99,
hvilket er en rigtig god forklaringsgrad. Sa leenge den ligger over 0.95,
er det en acceptabel regression. Det er faktisk ogsa den standart man
bruger i fysik og kemi.

Hvis du far en opgave med regression, og maske skal fortzelle om re-
gressionen passer eller ej, kigger vi naesten altid pa forklaringsgraden.
Har vi med en lineser regression at ggre, og forklaringsgraden maéske
ligger pa 0.98, kan vi sige, at ”der er en lineser sammenhang i vores
situation”. P4 den made kan vi finde ud af, om vores modeller passer
til vores data og situation.

Stykvise linexre funktioner

En stykvis linezer funktion er egentlig bare 2 linesere funktioner vi har
sat sammen. Grafen for stykvis lineser funktion kunne se sadan her ud:

6

0.5x+3 -1x+10

Nar vi skal beskrive sddan en samlet funktion, ggr vi det ved hjeelp af
det vi kalder en "gaffel forskrift”. Det er egentig bare en samling af de
2 funktioner og deres intervaller. Lad os se pa, hvordan den stykvise

14



funktion pa grafen kan skrives med en gaffelforskrift:

Den forste del, altsa funktionen
0.5z + 3

er i intervallet:
0<x<4.66

Den gar nemlig til 4.66 fgr den anden funktion ”tager over”. Den anden
funktion har forskriften
-1z +10

og gar i intervallet
4.66 < x <10

Denne funktion gar altsa fra 4.66 til og med 10.

De her to intervaller sammen med funktionerne kan vi skrive i en sam-
let pakke, som vi kalder en gaffelforskrift. Den ser sddan her ud:

o) = 052 +3 0<uz<4.66
-1z +10 466<z<10

Her har vi de 2 mindre funktioner og deres interval. Hele funktionen,
som vi her kalder f(z) kan vi beskrive med denne sammensatning af
de to mindre funktioner. En gaffelforskrift er altsa bare en made at
let opstille en stykvis funktion. Grunden til det hedder en "stykvis”
funktion, er fordi funktionen er delt op i mindre stykker, som her i
vores eksempel er to mindre funktioner.

find punkter pa stykvise linesere funktioner

Hvis vi for eksempel skulle finde punktet f(3), altsd y-veerdien nér x
er 3, skal vi bare finde ud af, hvilken af de 2 mindre funktioner, vi har
med at ggre. Vi skal jo finde y-veerdien nar x er 3, sa vi finder den
funktion, hvor 3 er med i intervallet. Den fgrste funktion gar fra 0 til
4.66, sa det er den vi skal have fat i

0.5z + 3

Alt vi gor er at indsaette 3 pa x’s plads, som vi normalt plejer at ggre
nar vi finder y-veerdier. Sa far vi

fz)=05-3+3
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f(z) =45

Alt du gor, er at finde ud af, hvilket interval, som x-veerdien vi skal
bruge, ligger i.
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