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Vorwort

Mit diesem Heft geben wir dir eine pragnante Darstellung aller Inhalte der Fe-
stigkeitslehre in die Hand. Von der Definition der Spannung bis zu den vier Be-
lastungsarten statischer Systeme zeigen wir dir alles, was du fur die Vorlesung
~rechnische Mechanik 2“ benétigst.

Dieses Heft soll keine Uniskripte oder Fachbiicher ersetzen. Wir wollen dir kom-
pakt und Ubersichtlich einen Uberblick tber die Aufgabenstellungen der Festig-
keitslehre geben. Wenn es aus unserer Sicht sinnvoll ist, findet sich an der ein
oder anderen Stelle ein Hinweis auf vertiefende Literatur.

Das Heft greift auf Videos zurilick, die du bequem per Smartphone oder Tablet
tber einen QR-Code erreichst. Die Videos vertiefen die Inhalte genauso wie zahl-
reiche Beispiele, die ebenfalls im Video gel6st sind.

Wir hoffen, dass dich das Heft Uberzeugt und wiinschen dir viel Erfolg fur deine
Klausurvorbereitung. Uber den nebenstehenden QR-Code hast du jederzeit die
Méglichkeit uns unmittelbar Feedback zu diesem Heft zu geben.

Paderborn im Mai 2019,

Marius Carlo Dan

ot ¢ [wé(] @OU/\/

Feedback


https://stdy.help/r/4617d3b905

Einleitung

In diesem Kapitel lernst du. ..
e wie ein technisches System belastet werden kann und

¢ inwiefern diese Belastungen zu einer Aussage Uber die Belastbarkeit des
Bauteils geflhrt werden kénnen.

Das Ziel der Festigkeitsberechnung ist es, eine Aussage darlber zu treffen, ob
ein Bauteil eine vorgegebene Belastung ertragt. Bisher kennen wir nur Krafte,
Biegemomente und Streckenlasten, die in SchnittgréBen innerhalb des Systems
resultieren. Der Kraftfluss endet in den Auflagern, die die Unbeweglichkeit des
Systems garantieren. In der Folge treten dort Reaktionskrafte auf, die wir ebenfalls
berechnen kénnen.

Im ersten Schritt missen wir uns dariber klar werden, welche Belastungen in
einem System auftreten kénnen. Damit sind nicht die schon bekannten Kréfte ge-
meint! Es ist vielmehr so, dass Kréfte je nach Orientierung und Angriffspunkt un-
terschiedliche Belastungsarten hervorrufen.

Nehmen wir einen fest eingespannten Balken und ziehen horizontal an ihm. Wir
wissen, dass dadurch eine Auflagerreaktion in der Einspannung und eine Normal-
kraft als Schnittgré3e im Balken entsteht.

System: Draufsicht: Freischnitt:
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ABBILDUNG 1.1: BALKEN MIT ANGREIFENDER ZUGKRAFT

Stellen wir uns den Balken mit rechteckigen Querschnitt vor. Wir kénnen uns intui-
tiv vorstellen, dass eine gleich grof3e Kraft einen dinneren oder dickeren Balken
unterschiedlich stark belastet. Allein der Betrag der Kraft gibt uns hiertiber keine
genaue Auskunft.

[m]F¥ [n]
=

S

Belastungsarten
in der Festig-
keitslehre


https://stdy.help/r/667ddcc389

8 1. Einleitung

Wir definieren deshalb eine neue mechanische Grée, die wir in unterschiedlichen
Systemen direkt vergleichen kdnnen: die Spannung.

Im Beispiel aus Abb. [1.1]entsteht eine Zugspannung o, 4 (sprich Sigma, im Index
steht ein z fur Zugspannung und ein d fur Druckspannung. Die Druckspannung
ist in der Entstehung &quivalent, nur die Richtung ist entgegengesetzt bei Zug).
Die Zugspannung berechnet sich wie folgt.

924 = "Querschnitt ~ A

| Kraft N

Die Dimension der Spannung ist Pascal [Pa], da der Druck in Kraft pro Flache
angegeben wird.

N
| 1Pa=1

Da im Maschinenbau in der Regel wesentlich gréBere Krafte als einige Newton
auf einen Quadratmeter wirken (zur Erinnerung: 1 N entspricht etwa 100 g Masse)
geben wir Spannungen zukinftig in MPa bzw. N/mm? an.

1MPa=106Pa:106ﬁ2:106L2:}6g X :1'\'2
m (1O3mm) 16% mm?2 mm

Die Zug-/Druckspannung (zur besseren Lesbarkeit sprechen wir im Weiteren von
der Zugspannung, meinen aber die Zug-/Druckspannung) ist die erste hier vorge-
stellte Belastungsform. Ubrigens: Druckspannungen haben bei bestimmten Sy-
stemen die Eigenschaft, komplexe Verformungen zu verursachen. Wir behandeln
dieses Thema ausfuhrlich in Kapitel [9] Im né&chsten Schritt schauen wir uns an,
welche Belastung bei einer vertikal driickenden Kraft wirkt. Dieser Fall ist in der
folgenden Abbildung dargestellit.

System: Draufsicht: Freischnitt:
y X
A, F
2 Tj; ------ v _ |_X) lQZ
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ABBILDUNG 1.2: BALKEN MIT ANGREIFENDER QUERKRAFT

Abbildung zeigt, wie sich der Balken durch die Querkraft biegt. Die vertikal
wirkende Kraft verursacht eine Querkraft, die mit zunehmendem Hebelarm zum
Angriffspunkt ein Biegemoment erzeugt.



3.1

Wo es ruht:
Die Schwerpunktberechnung

In diesem Kapitel lernst du. ..
e was der Schwerpunkt ist und

e wie er mit einem einfachen Tabellenverfahren auch fir komplexe Quer-
schnitte berechnet werden kann.

Was ist eigentlich der Schwerpunkt einer Flache? Der Titel dieses Kapitels deutet
es bereits an: wird eine Flache in ihrem Schwerpunkt gelagert, ruht sie. Kein Punkt
der Flache kann bei einer Lagerung im Schwerpunkt ein Moment verursachen,
das die Flache zum Kippen bringen kénnte. Der Schwerpunkt ist die Grundlage
fir Flachentragheitsmomente, die wir uns im nachsten Kapitel anschauen wer-
den. Diese wiederum benétigen wir zur Berechnung von Biegespannungen. Wie
berechnet man also den Schwerpunkt einer Flache?

Vorgehen

Fir einfache Flachen wie Rechtecke oder Kreise haben wir intuitiv ein Gefiihl da-
far, wo ihre Schwerpunkte liegen. Im Falle von Rechtecken ist es der Schnittpunkt
der Diagonalen, bei Kreisen der Schnittpunkt zweier Radien. Ubrigens kann man
das sogar beweisen, wir dirfen unserem Gefuhl (in diesem Fall) also vertrauen.

Wo jedoch liegt der Schwerpunkt der Flache in Abbildung Hinweis: Die Ma3-
angaben sind in mm. FUr beliebig gesetzte Koordinatensysteme flihren wir das
y — Z-Koordinatensystem ein. Das ist je nach Aufgabenstellung vorgegeben.



24 3. Wo es ruht: Die Schwerpunktberechnung
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ABBILDUNG 3.1: ZUSAMMENGESETZTE FLACHE

Um den Schwerpunkt zu berechnen, flihren wir ein sogenanntes Tabellenverfah-
ren ein. Dieses Verfahren wird uns helfen, den Schwerpunkt durch Aufsummie-
ren von Teilschwerpunkten n (daher eine Tabelle mit mehreren Eintrdgen von

i =1,...,n) zu bestimmen. Die Tabelle ist wie folgt aufgebaut.
iy |z |A ||V A | Zi- A
o i R B i Schwerpunktformel:

1 _
= .Y A

2 yS ZAI
7 - ZZ . A,‘

n

[m] [m] Zum Ausflllen der Tabelle missen wir die vorliegende Flache in Teilflachen unter-

teilen, deren Einzelschwerpunkte wir sofort bestimmen kénnen. In der Regel sind
hierflr einfache geometrische Formen geeignet (z.B. Rechtecke oder Dreiecke).

[=] ¢ Fur unser Beispiel kdnnte das wie folgt aussehen:

Lésung

zum Beispiel ‘ 100 ‘
y

80

30

ABBILDUNG 3.2: UNTERTEILUNG IN TEILFLACHEN

Die Flachen konnen natiirlich auch anders unterteilt werden. Das hier ist
nur ein Vorschlag unsererseits!



https://stdy.help/r/13508eb2d5

26 3. Wo es ruht: Die Schwerpunktberechnung
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ABBILDUNG 3.4: ZUSAMMENGESETZTEN FLACHE MIT EINER ,,LUCKE"

Hier berlcksichtigen wir auch die Licke als Teilflache, wobei die zugehdérige Fla-
che negativ in die Berechnung eingeht. Da das Initialkoordinatensystem in der
Symmetrieachse liegt, sind die jeweiligen y;-Koordinaten gleich Null.

i }_//- 2,’ Ai }_/,' . Ai Zi : Ai

10| 25 | —2.500 —62.500

2|0/ 25 | 10.000 250.000

0
0

3 0] -35| 1.500 0 —52.500
0

> 9.000 135.000

Im Ergebnis wird der Schwerpunkt unter Berilicksichtigung der Licken dann richtig
berechnet und wir erhalten:

XY A 0mm® _Yz-A_ 135.000 mm?

Vs = SN AT T 9000 mmE T O MM UNd Zs =SS S 5000 mmz C 0™

Zum Schluss des Kapitels sei noch auf
Dreiecke hingewiesen. Die Schwer-
punkte von Dreiecken haben wir in TM1
genutzt, um den Betrag von dreieckigen
Streckenlasten zu berechnen.

Beim Schwerpunkt eines Dreiecks
kdnnen wir uns merken: % und %!

2h/3
Gewappnet mit dieser Vorbereitung Yy .S
V4

erweitern wir im nachsten Kapitel das h/SI_ <_I
Tabellenverfahren zur Berechnung von E—
Flachentragheitsmomenten. Diese sind ‘ b/3 | 2b/3 |
wichtig, um Biegespannungen in Balken

berechnen zu kénnen.




4.1

Blick in den Querschnitt:
Flachentragheitsmomente

In diesem Kapitel lernst du. ..
e was Flachentragheitsmomente sind,

e wie Flachentragheitsmomente per Integration sowie mit Hilfe eines Tabel-
lenverfahrens berechnet werden kénnen und

¢ welche Rolle das flur Biegespannungen spielt.

Biegespannungen sind Spannungen, die senkrecht zum Querschnitt flieBen (vgl.
Kap. [T). Trotzdem ist die Form des Querschnitts selbst entscheidend fiir den Be-
trag der Biegespannung. Um Biegespannungen berechnen zu kénnen, benétigen
wir das Flachentragheitsmoment des belasteten Querschnitts. Doch was ist ei-
gentlich ein Flachentragheitsmoment?

Grundlagen und Berechnung

Flachentragheitsmomente (FTM) oder Momente zweiter Ordnung geben den Wi-
derstand eines Querschnitts gegen Deformation an. Spater werden wir sehen,
dass FTM fur Biegung und Torsion relevant sind. Zunachst einmal stellen wir uns
vor, dass FTM den Widerstand eines Querschnitts gegen Biegung darstellen. Da-
bei gilt: je gréBer das Flachentrdgheitsmoment pro Belastung ist, umso kleiner ist
die Biegespannung. Diesen Umstand kénnen wir uns intuitiv vorstellen: ein gré3e-
rer Kreis als Querschnitt ist schwieriger zu biegen als ein kleinerer Kreis (dessel-
ben Werkstoffs). Der Grund hierfir ist das gréBere Flachentragheitsmoment des
gréBeren Kreises.

Querschnitte kdnnen rotationssymmetrisch sein, so wie der bereits erwahnte
Kreis. Flr einen Balken mit kreisférmigen Querschnitt spielt es keine Rolle, aus
welcher Richtung er belastet wird, er ist immer gleich steif gegen Biegung. Fur



Eine neue Belastung:
Der Biegebalken

In diesem Kapitel lernst du. ..
¢ wie Biegespannungen berechnet werden,
e welche Arten von Systemen warum welche Biegespannungen aufweisen

e und wie auch bei komplexen Belastungen Spannungen und Verformungen
infolge von Biegung berechnet werden kénnen.

Die Biegespannung als eine der beiden Normalspannungen resultiert aus einem  [u] [x]
Biegemoment und verlauft somit senkrecht durch den betrachteten Querschnitt el
(vgl. Kapitel[T). Anhand eines Gummis, das um zwei Ecken nach unten gebogen ?Ej
wird, haben wir uns den Verlauf der Biegespannung klargemacht. (i c

neutrale Faser

ne

Die Biegespannung o, hangt ab von

neutrale Faser

e einem Biegemoment M

e der Steifigkeit des Querschnitts
(Flachentragheitsmoment / oder kurz FTM)

e der jeweiligen Koordinate innerhalb des Querschnitts: die Abbildung zeigt,
dass je nach z-Koordinate die Biegespannung variieren muss und in genau
einer Stelle sogar Null ist (diese Stelle nennen wir die neutrale Faser)

Daraus folgt die Gleichung zur Berechnung der Biegespannung:

Op, = —— -2 { N 5 = MPa} (um y-Achse)
mm


https://stdy.help/r/5d09df792d

Ruickblick
statische
Bestimmtheit

40 5. Eine neue Belastung: Der Biegebalken

Die mathematische Bestimmung der maximalen Durchbiegung gelingt mit den
Methoden der Analysis. Allgemein wird das Maximum der Biegelinie bestimmt,
in dem die Nullstellen der ersten Ableitung w’ bestimmt werden und fir die ge-
fundenen Stellen gezeigt wird, dass die zweite Ableitung w” dort kleiner als Null
ist.

Wir Uben die Bestimmung der maximalen Durchbiegung anhand dreier Beispiele.
Videobeispiele:

a) Biegelinie infolge Q. b) Biegelinie infolge M c) Biegelinie infolge qo

Biegelinie in statisch unbestimmten Systemen

Bisher haben wir nur statisch bestimmte Systeme betrachtet (vgl. Statische Be-
stimmtheit aus TM 1), bei denen wir die Auflagerreaktionen bestimmen und daraus
das Biegemoment berechnen kénnen. Die Biegelinie von statisch unbestimmten
Systemen ist ebenfalls berechenbar. Hierflir missen wir jedoch den bisherigen
Ansatz verandern.

Nehmen wir das folgende System als Beispiel.

yG—>X

NNN\N\N N
<
a
<
d
<
<
d
<
:
d
<
d
<
:

ABBILDUNG 5.3: STATISCH UNBESTIMMTES SYSTEM MIT STRECKENLAST

Der Balken ist neben der festen Einspannung zusétzlich losgelagert, weshalb wir
die Auflagerreaktionen und damit das Biegemoment nicht bestimmen kénnenf
Zur Berechnung der Biegelinie nutzen wir eine veranderte DGL

I E-l,-w"(x)=q(x)

Der Ausdruck w'" (x) bedeutet, dass wir es mit der vierten Ableitung der Biegelinie
w zu tun haben. Zur L6sung der DGL missen wir also viermal nach der Variable

2Warum? Da 4 Unbekannte vorliegen und wir nur 3 Gleichgewichtsbedingungen aufstellen kénnen.


https://stdy.help/r/f16d22e4ee

60 6. Ein bisschen Verdrehung: Die Torsion

AV1 <0 "_‘:
T Av >0
—
F

Wird ein konstantes Volumen angenommen (d.h. eine Zunahme des Volumens
in Langsrichtung des Zugstabes flhrt zu einer gleich grof3en Volumenabnahme
in Querrichtung) ist v = 0,5. Tats&chlich ist v in der Regel nicht 0,5, sondern
kleiner, da das Volumen des Kérpers zunimmt. Dies liegt daran, dass sich seine
Dichte infolge der Dehnung reduziert (er wird also auseinander gezogen).

Im Falle reiner Torsion kénnen wir auf diese Gleichung zur Lésung der DGL zu-
rickgreifen

Mr -1

AV= G

welche uns stark an die ,FLEA“-Formel aus Kapitel 2 erinnert. Dabei ist neben den
bereits eingeflhrten GréBen zuséatzlich / als Lange des Torsionsstabes notwendig.
Die Verdrehung ¥ betragt demnach fiir unser Beispiel mit G = 80 - 103 N/mm?:

M7l 100.000 Nmm - 80 mm
G-Iy 80-103-N..16.564,05 mm4

mm?2

Ay ~ 0,006 rad = 0,346°

Damit haben wir sowohl die Torsionsspannung als auch die Verdrehung fir un-
ser Beispiel mit dem dickwandingen Kreisringprofil berechnet. Wir stellen uns
nun vor, dass wir statt des Kreisringprofils ein Kreisprofil mit dem Durchmesser
d = 22 mm héatten. Wie grol3 wurde die Verdrehung in diesem Fall ausfallen? Da-
fir mussten wir zunéachst wieder das Torsionsflachenmoment entsprechend des
Tabellenwerks berechnen und den neuen Wert fur I+ in die Gleichung von oben
einsetzen.

7-d* 722 mm)* 4
Ir = 3 " 3 ~ 22.998,03 mm

o} 100.000 Nmm - 80 mm
AY = N
80 -10°—~; - 22.998,03 mm*
~ 0,00434 rad = 0,25°
Das Ergebnis ist nicht verwunderlich: Kreisringprofile haben einen geringeren Wi-
derstand gegen Torison, wodurch bei gleichem Torsionsmoment die Torsions-

spannung und die Verdrehung gréBer ist als bei Kreisprofilen. Wie berechnen wir
jedoch die Spannung in anderen Profilen?




Schubspannung infolge Querkraft
und der Mohrsche Spannungskreis

In diesem Kapitel lernst du. ..
e wie Querkrafte neben Biegung eine weitere Belastung verursachen,
¢ wie diese Belastung zeichnerisch und rechnerisch bestimmt werden kann

¢ und wie sich der sogenannte Spannungszustand von Systemen graphisch
darstellen l&sst.

Wir sind bei der vierten Belastungsart angekommen und beschéaftigen uns mit
der Scherung. Scherung verursacht wie Torsion Schubspannungen, die im Quer-
schnitt des Balkens wirken. Scherung resultiert durch Querkrafte, die senkrecht
zum Querschnitt eine Deformation verursachen.

Querkréafte verursachen zunéchst ein Biegemoment, welches wir wie die ande-
ren SchnittgréBen berechnen kénnen, um daraus Biegespannungen zu berech-
nen. Damit eine Biegung jedoch zustande kommt, missen innerhalb des Materials
Ebenen aneinander abgleiten. Das kénnen wir uns vereinfacht so vorstellen, als
wirde der Balken aus Scheiben bestehen, die aneinander abgleiten und so eine
Biegung verursachen.

System: Draufsicht: Scherung:
y F
4
/ v T Relativbewegung
7 [
/ V4
/
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ABBILDUNG 7.1: VEREINFACHTE DARSTELLUNG DER SCHERUNG

-~

Das ist natlrlich eine grobe Vereinfachung. Die tatsachliche Deformation ge-
schieht auf molekularer Ebene und beschéaftigt die Werkstoffkunde. Fiir unser me-
chanisches Verstandnis ist diese Vereinfachung jedoch hilfreich. Scherung ist die



