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1.1

Numerische Methoden — Nullstellen
ermitteln

Nullstellen einer Funktion bestimmen (ganz gleich wie kompliziert die Funktionsvorschrift ist) stellt
ein wichtiges Aufgabengebiet der Analysis dar. Nullstellen von Polynomen zweiten Grades kén-
nen beispielsweise mit Hilfe der pg-Formel analytisch ermittelt werden. Fir Funktionsterme, die
analytisch jedoch nicht nach x aufzuldsen sind, z. B. schon einfach aussehende wie

fx):=e+x = €e+x=0 & x=7?,

benétigen wir numerische Verfahren, um N&herungslésungen fir x zu bestimmen. Hinter allen
Verfahren stecken Algorithmen, die (einfach gesagt) mit jedem Schritt den x-Wert derart anpassen,
sodass nach vielen lterationen f(x) =~ 0 gilt. Dieses gefundene x approximiert dann die exakte
Nullstelle. Im folgenden stellen wir dir drei gdngige Verfahren vor.

| Wir beschranken uns hier auf numerische Methoden fiir Funktionen mit einer Variablen.

Bisektionsverfahren

Das Bisektionsverfahren (Intervallhalbierungsverfahren) ist das am leichtesten zu verstehende [m]

Verfahren zur numerischen Bestimmung von Nullstellen. Das Verfahren |auft iterativ mit einem
Startintervall [ag, bg] ab. Im Vergleich zu den anderen Verfahren, approximiert das Bisektionsver-
fahren die Nullstelle in dem Intervall [ag, bo] relativ langsam, terminiert jedoch immer.

Voraussetzungen: Es muss f(ag) - f(bg) < 0 gelten und f auf [ag, bo] stetig sein.

Die Voraussetzungen missen geprift werden, bevor die Iterationen beginnen. Damit wird sicher gestellt, dass tber-
haupt eine Nullstelle in dem Intervall existiert (das folgt aus dem Zwischenwertsatz — ZWS). Der Teil f(ag) - f(bg) < O
stellt sicher, dass entweder f(ag) < 0 < f(bg) oder f(ag) > 0 > f(bg) gilt.

Algorithmus (n kennzeichnet dabei die n-te Iteration):
Fall 1: Es gilt f(ag) < 0 (und damit automatisch 0 < f(bg), sonst waren die Voraussetzungen

verletzt). Dann halten wir uns an folgendes:

an—1+bp_ .
1. X, = % (Mittelwert des Intervalls)

2.1 f(xn) = 0 = x, ist die gesuchte Nullstelle

2.2 f(xp) >0=a,:=a,_1 und b, :=x,
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2.3 f(xn) < 0= ap:=x,und by ;= by_1

Fall 2: Es gilt f(ag) > 0 (und damit automatisch 0 > f(bg), sonst waren die Voraussetzungen
verletzt). Dann halten wir uns an folgendes:

1. X, = &'*12& (Mittelwert des Intervalls)

2.1 f(xp) = 0 = x, ist die gesuchte Nullstelle
2.2 f(xp) > 0= a,:=x,und by, ;= by_1
2.3 f(xp) < 0= a,:=a,_1und b, :=x,

Rein qualitativ gehen wir das Verfahren einmal an der im Folgenden dargestellten Funktion f ab.

Y

ag

ay

o |
Ty Ty T3 1

Exakte Nullstelle

Das Anfangsintervall [ag, bo] ist zuléssig, da f(ag) < 0, f(bg) > 0 und somit f(ap) - f(by) < O gilt.
AuBerdem ist f in dem Intervall stetig. Wir kénnen jetzt den Algorithmus starten.

Wir befinden uns im Fall 1, da f(ag) < 0. In erster lteration ist x; Mittelwert von ag und by. Da
f(x1) > 0 gilt, setzen wir a; := ag und by := x1. In zweiter lteration gilt fir den Mittelwert x, dann
f(xo) < 0. Somit setzen wir a, := x» und b, = by. Dies kénnen wir (bis zu einer gewlinschten
Genauigkeit) endlos fortsetzen. Dargestellt haben wir das Verfahren bis zur 7. lteration. Mit jedem
Iterationsschritt halbiert sich das Intervall auf der x-Achse. Fir n — oo Iterationsschritte geht die
Intervallgré3e also gegen 0, womit wir die Nullstelle immer besser approximieren.

Zahlenbeispiel: Drei Iterationsschritte
fx) =x®+2x+8=0, [ap,bo]=[-25, 1]
f ist stetig (Polynom) und f(ap) - f(by) = —63,125 < 0 erfullt.

Fall 1, da f(ao) = —12,625 < 0 (und f(bo) =5 > o)
251

=X = — 5 = —-1,75, f(x1)~—-0,86 <0 = a;:=x;7undb;:=by
—1,75 -1

= Xp = — 5 = —1,375, f(x2)=265>0 = ap:=a;undby:=xo
-1,75-1,375

= X3 =—1,5625, f(x3)~1,06>0 = asz:=a,undbs:=x3

2



28 2. Lineare Algebra

2.3.1 Lineare (Un)Abhangigkeit — Definition und Prifform

Lineare (Un)Abhé&ngigkeit (l.u./l.a.) ist formal durch die folgende Implikation definiert:

Die Familie (v3, ..., v,) ist linear unabhangig, wenn
M Vitdo Va4 4dn - Vp=0 = Aj=da=...=Xy=0 (2.8)
l.u/l.a. Beispiel _. o .
3uVeaktore(:S:|lJes gilt. Andernfalls ist (vq, ..., v,) linear abhangig.

]RS
In Worten also: Eine Familie von Vektoren ist linear unabhangig, wenn sich der Nullvektor als Linearkombination der
Vektoren nur dann ergibt, wenn alle Skalierungsfaktoren Null sind.

In anderen Worten ausgedruickt ist das gleichbedeutend mit: Eine Familie von Vektoren ist linear unabhangig, wenn
sich kein einziger Vektor aus der Familie durch eine Linearkombination der verbleibenden Vektoren aus der Familie
darstellen lasst.

Ab und an schreiben wir auch einfach, dass Vektoren l.u. bzw. l.a. sind, anstatt die Familie der Vektoren. Dies ist véllig
legitim und wird sogar in vielen Biichern/Vorlesungen so definiert.

Der erste Tell gieser Definition sollte dir bereits von der Definition einer Linearkombination bekannt
vorkommen. Aquivalent lasst sich auch die Definition (2.8) in ein LGS umschreiben:

A 0 A 0
/\1\71+/\2\72+...+/\n\7n:(ﬁ...|7,;)- =l = | =] (2.9)
Matrix )\n 0 )\n 0

homogenes LGS

bzw. (\7{...\7,7)5(:6 = X=0
—_———
Matrix

homogenes LGS
Die Vektoren vy, ..., v, sind dabei die Spalten der Matrix.

In (2.9) sehen wir also folgendes:

Die Spaltenvektoren einer Matrix sind genau dann linear unabhéangig, wenn das zuge-
hérige homogene LGS eindeutig I6sbar ist.

Aquivalent: Die Spaltenvektoren einer Matrix sind genau dann linear abhingig, wenn
das zugehérige homogene LGS unendlich viele Lésungen besitzt.

Priife, ob die Familie ! , —= l.u. ist.
3 2

2.9 1 -2 ‘ 0) | - (—3) (1 -2 ‘ 0>
(3 2 | o \J+ 0o 8 | o0
8‘/\220 = /\220
1-)\1—2-0=0 = >\1=0

=

Da )\ = X\p = 0 die einzige Lésung des LGS ist, ist die Familie |.u.
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Die Vektoren aus dem Beispiel sind in nachfolgender Abbildung skizziert.

Hier lasst sich recht einfach erkennen, dass die beiden Vektoren vy und v, jeweils mit Null mul-
tipliziert werden mussen, um den Nullvektor darzustellen.

o (1), (2),(2))

ey (1 -2 2 ‘0>|-(—3) <1 -2 2 ‘0)
<3 2 -1 0/ | J 0o 8 -7 0
A eR
= 8'/\2—7~/\3=0 < )\2=%')\3
1M =2-(Z-X)+2:03=0 & N=—1'X
Fir die reine Beantwortung der Ausgangsfrage hatten wir bereits nach dem GauB3-Algorithmus

aufhéren kdnnen, denn bereits da sehen wir, dass eine Variable am Ende frei wahlbar bleibt
und das LGS somit unendlich viele Ldsungen besitzt. Also ist die Familie |.a.

Wahlen wir aus dem obigen Beispiel z. B. A3 = 4, erhalten wir fir die anderen Skalierungsfaktoren
M =—}-4=—-1und ), = -4 =1 Diesistin der unten stehenden Skizze verdeutlicht:

Wie die Rechnung schon gezeigt hat, lassen sich hier die drei Vektoren derart skalieren und ad-
dieren, dass sie am Ende den Nullvektor darstellen. Bei gré3er/kleiner gewéahltem A3 wirde sich
das Dreieck aus den Vektoren vergréBBern/verkleinern.

ADb hier sollte dir nun klar sein, dass

¢ eine LK eines Vektors durch eine l.u. Familie von Vektoren immer eindeutig ist

e eine LK eines Vektors durch eine l.a. Familie von Vektoren immer mehrdeutig ist
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2.3.2 Schnelltests zur linearen (Un)Abhangigkeit

Wir mussen nicht immer mit der Definition (2.8) bzw. der Darstellung (2.9) arbeiten/argumentieren.
Es gibt einige — teils schnellere — Methoden (wir haben diese einfach ,,Schnelltests” genannt), um
eine Familie von Vektoren auf lineare (Un)Abhéngigkeit zu Uberprifen.

Méglicherweise darfst du diese Schnelltests in deiner Mathematik-Veranstaltung nicht offiziell zur Argumentation be-
nutzen. Sie dienen dir allerdings trotzdem enorm fiirs Verstandnis!

e Wenn der Nullvektor in einer Familie enthalten ist, ist diese immer l.a., denn wir kénnten den
Nullvektor mit einer Zahl ungleich Null und alle anderen Vektoren aus der Familie mit Null
multiplizieren. Das Ergebnis ware der Nullvektor, obwohl wir nicht alle Skalierungsfaktoren
Null gesetzt haben. Damit wére die Familie |.a.

0-v;

0- vy

1] U3
Ty = ( 1) Hier konnte jede Zahl
- stehen; der Nullvektor
bleibt der Nullvektor

" 3 2 0\ | . A Vi+dg Vo+rg-v5=0
Familie , , ist l.a.:
2 —1 0 = A =\ =0, aber )3 beliebig

—— —— ——

Vi V2 V3

e Wenn eine Familie nur aus einem einzigen Vektor (# 6) besteht, dann ist diese l.u. Das
ist sehr plausibel, denn wenn der Vektor nicht der Nullvektor ist, dann hat er in mindestens
einer seiner Komponenten eine Zahl ungleich 0 stehen. Dann steht in dieser Komponente
eine einfache Gleichung wie X - ,Zahl“ = 0 mit dem eindeutigen Ergebnis X = 0.

3 Hier gibt es keine an-
< ) dere Moglichkeit, als
den Vektor 0 zu setzen

- 3 . 3 0 1. Komp.:A-3=0 = A=0
Familie ist l.u.: A- = =
2 2 0 (2. Komp. ... nicht mehr relevant)

. E e Wenn eine Familie aus zwei Vektoren besteht und diese beiden parallel zueinander stehen

&
i
[=

Wann kollinear?



Differentialgleichungen (DGL)

Jegliche Gleichungen mit Unbekannten, die uns bisher begegnet sind, konnten durch geeignete
Zahlen fiir die Unbekannten gelést werden, zum Beispiel

x>-9=0 & x*=9 & x=-3V x=3.

Eine Differentialgleichung (kurz Diff.’gleichung oder DGL) ist nun etwas véllig anderes. Es ist eine
Gleichung, in der eine Funktion und auch Ableitungen von dieser auftauchen. Die Lésung dieser
Art von Gleichung ist also eine komplette Funktion.

Gesucht sind alle Funktionen y(x), die die folgende DGL erflllen:

Was ist eine

y'(x)=2-y(x) DGL?

Wir suchen also alle Funktionen y(x), die mit 2 multipliziert gleich ihrer Ableitung sind. Lésung:

_ . a2X mi / -0, .@2X _ o,
yx)=C-e*mitCeR, denn y'(x)=2-C (e) 2-y(x)
=y(x

Oft soll die Funktion y(x) noch gegebenen Anfangs-/Randwerten gentigen (Anfangswertproblem
(AWP) oder Randwertproblem (RWP)) (also y(xo) = yo soll fir gegebene xg, yo gelten)

Gesucht ist die Funktion y(x), die dem folgenden AWP genugt:

y'(x)=2-y(x), y(0)=3

Durch die zuséatzliche Bedingung y(0) = 3 werden aus unendlich vielen Lésungen (durch das
C) genau eine Ldsung, die dem AWP genlgt. Lésung:
_ . 2x ! = . . 2x = . = . 2:0 = . =
y(x)=3-e* denn y'(x)=2-3-e 2-y(x) und y(0)=3-e 3-1=3
=y(x)
Also: Funktion mit maximalem Definitions- und Wertebereich:
y: R — (0,0), y(x) =3 e

Von einem AWP sprechen wir normalerweise, wenn die DGL zum ,Zeitpunkt“ xo = 0 irgendwelchen Startwerten
genutigen soll. Flr xg # 0 sprechen wir von einem RWP.

Dies war ein sehr einfaches Beispiel und vorallem haben wir die Lésungen vorgegeben. Wie du
Lésungen von dieser und von komplizierteren DGL bestimmst, erfahrst du in den nachsten Un-
terkapiteln.

"Nicht zu jeder DGL existiert eine analytische Lésung fiir y(x). Wir wollen hier jedoch nicht auf nummerische Methoden
zum lésen von DGLs eingehen.
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Notationen

Zunachst wollen wir hier kurz klaren, in welchen Schreibweisen DGLs auftreten kénnen.
Funktion mit und ohne Funktionsargument

Je nach Mathematik Veranstaltung, Buchern oder Internetquellen, kann die Funktion in der DGL
mit und ohne Funktionsargument notiert sein.

Ohne Funktionsargument: 2y’ +yx =0
Mit Funktionsargument: & 2Y(x)+y(x)x =0

Im Fall ohne Funktionsargument erkennen wir die Funktion daran, welche der Variablen eine Ab-
leitungskennzeichnung enthalt (im Beispiel oben das y, da y’ auftaucht). Die andere Variable ist
dann die Variable, von der die Funktion abhangt (Im Beispiel oben das x).

Im Folgenden werden wir bei der Funktion nicht mit dazu schreiben, von welcher Variable
diese abhéngt. Diese Notation stellt den Standard in den allermeisten Veranstaltungen
dar und du solltest dich daran gewéhnen.

Notation der Ableitungsterme
Im Allgemeinen solltest du wissen, dass Folgendes gilt:
y" &  n-te Ableitung der Funktion y (4.1)

Verwechsle in diesem Zuge auf keinen Fall das Folgende:
I y&=y" # yi=y-y

Es kann vorkommen, dass du bei DGLs Ableitungen wie y anstatt y’ siehst. Das bedeutet lediglich,
dass die Variable die Zeit t ist und y die Ableitung nach der Zeit darstellt:

2
v, w=yo, o=y,

Implizite und explizite Darstellung

Die explizite Darstellung einer DGL erhalten wir, wenn wir die DGL auf die h6chste vorkommende
Ableitung umstellen kdnnen. Falls das nicht méglich ist, kann die DGL nur in impliziter Darstellung
geschrieben werden.

DGL 1: Implizite und explizite Darstellung: 2y’ +yx=0 <& y'= —%yx

DGL 2: Implizite Darstellung: y’ +€” =y (nicht auf y’ auflosbar)

Abstrakte Notation durch ,,iibergeordnete” Funktion

Manchmal ist es hilfreich (z. B. um Begriffe sauber zu definieren oder spezielle Lésungsstrategien
mathematisch sauber aufzuschreiben), die DGL als ,Ubergeordnete” Funktion zu deklarieren (f fiir
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explizite Darstellung und F fir implizite Darstellung). Diese hangt dann von den Variablen und der
gesuchten Funktion samt ihren Ableitungen ab (recht abstrakte Notation):

In expliziter Form:  y™ = f(x,y,y",y",...,y" ") (4.2)
In impliziter Form: 0= F(x,y,y’,y", ...,y y™) (4.3)
DGL1: 2y +yx=0 & y’:f%yx = f(x, )

DGL2: y'+e' =y & O0=y-y —¢& =Fxyy)

Notation innerhalb dieses Buchs

Wir werden uns in diesem gesamten Kapitel darauf einigen, dass in den DGLs y die gesuchte
Funktion darstellt, x die Variable ist und daher auch ’ die Ableitung kennzeichnet.

Ganz bewusst qualen wir dich schon an dieser Stelle nicht mit unnétig komplizierten Notationen, die die partiellen DGLs
miteinbeziehen wirden, denn wir werden diese hier nicht behandeln.

Typisierungen

Dieses Unterkapitel stellt im ersten Schritt das wichtigste Kapitel dar. Ohne eine vorliegende DGL
korrekt zu typisieren, werden wir kein geeignetes Verfahren auswéahlen kénnen, um L&sungen
der DGL zu bestimmen. AuBBerdem ordnen wir zu der Typisierung auch die Begrifflichkeiten von
Lésungsvarianten zu.

Typisierung der DGL

Zur Einfilhrung hier fiir dich eine kleine Ubersicht fiir die Strukturierung der Typisierung. Das
-Baumdiagramm® sollte selbsterklarend sein.

I Gleichungen l

—
DGL erster Ordnung | DGL h&herer Ordnung

Lineare DGL Nicht-lineare DGL

Homogene DGL Inhomogene DGL
Konstanten vor Variablen vor Konstanten vor Variablen vor
den Funktionen den Funktionen den Funktionen den Funktionen

Die grau gestrichelten Typisierungen in der Ubersicht werden wir in diesem Buch nicht behan-
deln.



