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1 Grundlagen

Kleine Ubersicht

Rechenoperationen Parameter Potenzen
+ — - : (oder=x) a,b,x... a-a-a=a°
Zahlen Ausdriicke zusammenfassen
Naturliche Zahlen N = {1,2,3...} a) a+a+a=3a
Ganze ZahlenZ ={...—-2,-1,1,2...} b) x3+x* — geht nicht
Reelle Zahlen R : alle Zahlen Ausmultiplizieren/Ausklammern
Rationale Zahlen Q : alle Bruchzahlen a) 2-(x—3)=2-x—2-3=2x-6
Briiche b) (x—4) (x+2)=x>+2x —4x —8
a) 3+5=03+5 i=mtu=1 Binomische Formeln
Bruch clever erweitern! 1. (a+b)?=a%+2ab+b?
b) 2.2-32-8-16_1 2. (a-b)?=a®—2ab+b?

3. (a+b)-(@a—b)=a®— b2

Potenzen und Potenzgesetze

Erfahrungen besagen, dass ca. 50% aller Versagensfalle

von Klausuren oft auf mangelnde Kenntnisse der Potenz- Basis /
gesetze zurlickzufihren sind. Dieses Thema ist also au- \.n
Berordentlich wichtig, da wir mit Hilfe dieses Wissens ver- X
schiedenste Ausdrlicke umschreiben und gegebenenfalls Potenz n-Faktoren
vereinfachen kénnen. Ausgangspunkt:

Exponent

=X X ... X Ppotenzgesetze

Die wichtigsten Regeln:

I
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1. xM.x" = x™n 3. (xM)™m

2. x"-y" = (xy)° 4. x "


https://stdy.help/r/d0eb955e66
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2. Funktionen

Im Folgenden werden wir die am haufigsten vor-
kommenden Manipulationen bzw. Transforma-
tionen anhand eines Beispiels vorstellen. Als
Ausgangsfunktion dient die Normalparabel

fix)=x2, xeR.

Verschiebung in x-Richtung

Die Verschiebung in x-Richtung kénnen wir in
unserer Funktionsgleichung wie folgt berlck-
sichtigen.

Dazu werfen wir einen Blick auf das nebenste-
hende Koordinatensystem. Der Scheitelpunkt
dieser Parabel und alle anderen Punkte wur-
den ausgehend von der Normalparabel (hier:
f(x) = x2) um 2 Einheiten nach rechts verscho-
ben.

Wenn wir einen Blick auf die Funktionsgleichung
werfen, sehen wir, dass sie wie folgt lautet:

f(x) = (x — 2)?

Eine Verschiebung in x-Richtung kann man im-
mer daran erkennen, dass der Wert, um wel-
chen die Parabel verschoben wurde, mit umge-
kehrten Vorzeichen in der Klammer auftaucht.

Dazu wollen wir uns ebenfalls eine Parabel an-
gucken, welche nach links verschoben wurde.
Die Funktionsgleichung dieser Parabel lautet:

g(x) = (x + 22

Die Parabel wurde um 2 Einheiten nach links
verschoben. Das erkennen wir daran, dass die
—2in unserer Gleichung innerhalb der Klammer
mit einem umgekehrten Vorzeichen auftaucht.

Verschiebung in y-Richtung

rechts

Die Verschiebung in y-Richtung erkennen wir daran, dass der Wert, um den die Parabel in y-
Richtung verschoben wurde, ohne Klammer mit dem korrekten Vorzeichen angehangt wird.


https://stdy.help/r/841a9c4a52

2.2 Manipulation von Grundfunktionen 11

" gx)=x2+2

Betrachten wir die linke Parabel. Diese Parabel wurde um 2 Einheiten nach oben verschoben.
Die zugehérige Funktionsgleichung muss also g(x) = x2 + 2 lauten. Als nachstes schauen wir uns
die rechte Parabel an, welche nach unten verschoben wurde. Wir erkennen wieder an unserer
Funktionsgleichung g(x) = x? — 2, dass unsere Parabel nach unten verschoben wurde.

Naturlich ist es auch méglich, sowohl eine Verschiebung in x-Richtung als auch eine Verschiebung
in y-Richtung gleichzeitig durchzufiihren.

Dazu betrachten wir die folgende Parabel, wel-
che um 2 Einheiten nach rechts und um 2 Ein-
heiten nach unten verschoben. Die Funktions-
gleichung lautet:

gix) = (x —2)> -2

In der Klammer erkennen wir die Verschiebung 11
um 2 Einheiten nach rechts und hinter der Klam-
mer erkennen wir die Verschiebung um 2 Ein-

t +— X
heiten nach unten. Eine Funktionsgleichung, —1 4
welche in der obigen Form vorliegt, wird Schei- 14
telpunktform genannt, da es direkt mdglich ist
die Koordinaten des Scheitelpunktes abzule- ol

sen. In unserem Fall also S(2| — 2).

Vertikale Streckung/Stauchung

Wenn wir eine Parabel strecken oder stauchen wollen, miissen wir die Funktion mit einem Faktor
¢ multiplizieren. Aus f(x) = x2 wird dann g(x) = ¢-x2. Dabei gelten die folgenden Regeln:

c>1 = Streckung

0<c<1 = Stauchung



5.1

5.2

Sekante, Tangente und Normale

Sekantengleichung aufstellen

Die Sekante schneidet eine Funktion f(x) in zwei Punkten. Im Sachzusammenhang gesehen be-
schreibt die Steigung der Sekante die durchschnittliche Anderung in einem Bereich, der durch die
Schnittpunkte P; und P, der Geraden mit der Funktion gegeben ist.

[=]

Differenz- und
Differential-
quotient

y
Zur Erinnerung:

N 4 _ f(x2) — f(xq) Vo

Xo — X1 Xo — X4

Was ist in der Regel gegeben?

. Y1
e Funktion, z.B. f(x) = 3x? + 1

e zwei Punkte oder zwei x-Werte,
z.B. P1(=1[f(=1)), P2(2|f(2)) X

Xo — X

1. Allgemeine Geradengleichung: y = mx + b. Wir suchen also m und b!

2. Fur m: Steigung durch zwei Punkte, also m = fx2=tx)

2—X4

3. Fur b: m und einen der beiden Punkte in allgemeine Geradengleichung einsetzen.

Fur unser Beispiel wird die Sekantengleichung wie folgt berechnet:

(3-224+41)—(3-(—1)2+1) _
2—(-1) -

=3und Po(2|13) = 13=3-2+b |—6

w| ©

y=m-x+bmitm=

Mit m = 3 und b = 7 lautet die gesuchte Sekantengleichung y = 3x + 7.

Tangentengleichung aufstellen

schreibt die Steigung in einem beliebigen Punkt xo. Im Sachzusammenhang gesehen beschreibt

Die Tangente berlhrt eine Funktion f(x) in einem Punkt Py. Die Steigung der Tangente my,, be- E-‘l""-:rm
H
die Steigung die momentane Anderung. o

von Sekanten-

zur Tangenten-
steigung


https://stdy.help/r/4be62d7076
https://stdy.help/r/d0770cbddf

44 8. Steckbriefaufgaben

5. Das LGS, bestehend aus den Gleichungen (l)-(IV), anschlieBend I6sen und wir erhalten flr
die gesuchten Parametera = 1, b= -2, ¢ = 1, und d = 0 sowie die gesuchte Funktion 3.
Grades mit der Gleichung f(x) = x® — 2x2 + x.

Hier einige Beispiele fir typische Bedingungen:

...hat im Punkt (3/4)... f(3) =4
...geht durch den Ursprung... f(0)=0
...schneidet die x-Achse bei 5 ... f(5) =0
...hat bei x = 3 die Steigung m = —1... f(3) = —1
... ist bei x = 4 parallel zur Geraden y = 2x + 3... f'(4) =2
... schneidet die y-Achse bei 8 f(0) =8
...hat einen Extrempunkt bei E(0|5)... f(0) =5,f'(0)=0
...berihrt die x-Achse bei 5... f(5)=0,f(5)=0
...hat bei x = —5 einen Wendepunkt... f(=5)=0
...seine Wendetangente bei x = —2... f’(-2) =0

e-Funktion

Bei Steckbriefaufgaben kann auch die e-Funktion gesucht sein. Denkt dabei einfach an die ganz
normalen Schritte bei Steckbriefaufgaben. Eine allgemeine Funktion kénnte die Form

fix)=a-e *

aufweisen. Die Unbekannten a und k gilt es nun zu ermitteln. Daher muss die Aufgabenstellung
zwei Bedingungen hergeben, um die Unbekannten bestimmen zu kénnen. In unserem Beispiel soll
die Funktion durch die Punkte P(2]4) und Q(5|200) gehen. Wir stellen somit das Gleichungssystem

I 4= 2% I 200=a-e 5

auf und I6sen es nach den Unbekannten a und k auf. Eine Mdglichkeit ist es, Gleichung | nach
a = 4 - 2 umzustellen und in |l einzusetzen:

200 = 4.e%.e 5 | Potenzgesetze
& 50 = e % | logarithmieren
o In(50) = -3k

Wir erhalten dann far k = —1,3 und a = 0,3 und damit lautet die gesuchte Funktion
f(x) = 0,3 - e~ 13X, Ein einfacheres Beispiel ware es, wenn die gesuchte Funktion die Form

fix)=4 e

aufweist und durch den Punkt P(2|10) soll. Warum soll diese Aufgabe einfacher sein? Weil es nur
eine Unbekannte k gibt und demnach nur eine Gleichung mit 10 = 4-e—2k aufgestellt werden muss
um Kk zu bestimmen.



12.4 Bestimmung von Flacheninhalten 57

Du kannst mit Integralen Flachen berechnen. Dazu musst du aber erst das Konzept der Ober- und
Untersumme verstehen. Die Flache unter einem bestimmten Funktionsabschnitt liegt irgendwo
zwischen der kleinsten und gré3ten Flache, die wir durch den Verlauf der Funktion bilden kénnen.

y
5

A

Obersumme Untersumme

Untersumme

\/
N

Diese Annahme ist uns naturlich zu ungenau. Deshalb bilden wir mehrere Unter- und Obersummen
innerhalb der zu berechnenden Flache. Dabei verringert sich nattrlich die Breite der Rechtecke.
Umso mehr einzelne Rechtecke wir hier bilden, umso néher sind die Werte an der tatséchlichen
GroBe. Wir nahern uns dem wahren Wert am besten an, indem wir die Anzahl der Unter-/ Ober-
summen gegen unendlich wandern lassen n — oc.

Wichtig Ein bestimmtes Integral ist also definiert als der Grenzwert (n — oo) einer Summe von
Produkten (= der Rechtecke).

Im Gegensatz zum unbestimmten Integral I1&sst sich ein bestimmtes Integral mit dem Hauptsatz
der Integralrechnung 16sen!

Y
b
/ f(x) dx = [F(X)]2 = (F(b) - F(a)) f(x)
a
Als Ergebnis erhalt man einen konkreten Zahlenwert.
. . 3 3 >
Beispiel [ 2x dx = [x?]] = (32-1%)=8 5 b X

12.4 Bestimmung von Flacheninhalten

Wir kénnen die Integralrechnung zur Berechnung von Flacheninhalten verwenden. Wenn Grenz-
werte gegeben sind, liegt ein bestimmtes Integral vor. Im Folgenden schauen wir uns Beispiele zu
verschiedenen Problemstellungen an.


https://stdy.help/r/fcc2f3d96b
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62 12. Integralrechnung

Weitere kurze Beispiele:

1) 2)
2 J 2 Y
f sin(2x) dx u=2x f e3* dx u=3x
0 A 1A
m du 2 du
=f sin(uw) dx u=2=— =f et dx u=3=—
0 = dx 1 = dx
u(2m)=4n du S dx = @ u(2)=6 du & dx = d_u
=f sin(u) — 2 —f et —— 3
u(0)=0 2 w(1)=3 3
XN XN
1 41 1 6
=—| sin(w) du = —f e* du
3 )
1 1
=§[—cos(u)]g" =§[eu]g

Interpretation im Sachzusammenhang

Mit der Interpretation haben Schuler oft Schwierigkeiten, wenn im Graphen Geschwindigkeiten
etc. gegeben sind, anstatt einer Menge. Schaut also zunachst auf die Achsen, welche Einheiten
gegeben sind und lest den Aufgabentext genau durch.

”fa f(x) = Geschwindigkeit In diesem Fall beschreibt f(x) die Zufluss-
min Fx) = Menge geschwindigkeit in m® pro Minute. Dann
Gesamtmenge, flie3t das Wasser

die zugeflossen ist
e bis zur Nullstelle zu, da der Graph

Gesamtmenge, . - .
J dort im Positiven liegt und

die abgeflossen ist

Vi

e ab der Nullstelle ab, da der Graph
im Negativen liegt.

Mittelwert von Funktionen bestimmen

Haufig ist eine Funktion gegeben, die den Wasserstand angibt oder die Geschwindigkeit des Was-
serzuflusses. Wenn dann zum Beispiel nach der durchschnittlichen H6he des Wasserstandes in
einem bestimmten Zeitraum gefragt ist, muss der Mittelwert bestimmt werden. Es gilt:

b
pa || 100 &= g IF 0L = 2 (Fo) -~ Fa)

Der Mittelwert gibt im Allgemeinen den Durchschnitt aller y-Werte an (achtet darauf, was die Funk-
tion im Sachzusammenhang angibt).


https://stdy.help/r/5034df58d1
https://stdy.help/r/99e6af4915

3 Scharfunktionen

Wenn man Berechnungen an und mit Kurvenscharen durchflihnren muss, dann ist das Erste, was
meist gefragt wird: Was soll denn der Buchstabe da, der nicht x ist? Dieser Buchstabe heif3t Pa-
rameter oder Formvariable. Und wenn wir jetzt eine Kurvendiskussion einer solchen Kurvenschar
bzw. Funktionsschar durchfihren, dann berechnen wir damit unendlich viele Kurvenuntersuchun-
gen auf einmal, da wir im Nachhinein eine konkrete Zahl fir unseren Parameter einsetzen kdnnen.  \yzs

Schar?

ist eine

Ist die Funktion linear, spricht man auch von einer Geradenschar. Im Allgemeinen verandern die
Parameter das Aussehen und die Form der Kurve auf eine Weise, die komplizierter als eine einfa-
che lineare Transformation ist. In der folgenden Abbildung sind flir zwei Scharfunktionen verschie-
dene Parameter eingesetzt worden.

Beim Schreiben der Funktionsvorschrift wird der Parameter in den Index geschrieben, z.B.:

fa(x) = ax? — 2ax + 4a.

Beachtet: Der Parameter ist zu behandeln wie eine ganz gewdéhnliche Zahl!



https://stdy.help/r/b793e1745c

