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1.1

1.2

Analytische Geometrie: Grundlagen

Punkte im Koordinatensystem ablesen

Zu einem beliebigen Punkt im dreidimensionalen Raum (x;|x2|x3) bzw. (x|y|z), z.B. P(6|7|4), ge-
langt man, indem man vom Nullpunkt des Koordinatensystems 6 Einheiten in x-Richtung, 7 Ein-
heiten in y-Richtung und dann 4 Einheiten in z-Richtung geht. Hier noch besondere Punkte:

y

- (014) 2-Dimensional:

(513)
* e Alle Punkte auf der y-Achse haben den x-

(0[1) Wert 0! P(0]y)

N X
(110)

e Alle Punkte auf der x-Achse haben den y-
Wert 0! P(x|0)

3-Dimensional:
X3 (012]4) e Alle Punkte in der x;x.-Ebene haben den
X3-We|’t 0! P(X1 |X2‘0)
(102) ./(0I4I3) .
x, e Alle Punkte in der x4x3-Ebene haben den

Xxo>-Wert 0! P(X1 |O|X3)

> Xo

\(‘”7'0) e Alle Punkte in der xox3-Ebene haben den

x1-Wert 0! P(0|x2|x3)

-

X1 (3[210)

Vom Punkt zum Vektor

Ein Vektor /ﬁ bezeichnet eine Verschiebung in der Ebene oder im Raum. Aus zwei Punkten im
dreidimensionalen Raum A(ai|az|as) und B(b1|b2|bs) erhalt man den Vektor

by — a4 /TB> '0B
’@= by — as Ae= B—A>
b3—a3

Grafisch wird der Vektor durch einen Pfeil dargestellt, der vom Punkt A zum Punkt B zeigt. Der
Vektor a zeigt in die entgegengesetzte Richtung und ist genauso lang wie AB.

Punkte in 3D

Definition


https://stdy.help/r/bca73363ef
https://stdy.help/r/8a8e0b14b6
https://stdy.help/r/df5f2e66e7

Ebenen

4.1 Parameterdarstellung einer Ebene

Die allgemeine Gleichung einer Ebene E mit dem Stitzvektor (auch Ortsvektor/Pin) ﬁ und den
Richtungsvektoren (auch Spannvektoren) T und V lautet:

E:7=ﬁ+r-7+s-7 mitr,s e R

Beispiel Gegeben sind die Punkte A, B und C und wir stellen eine Ebene auf. Zun&chst suchen
wir uns einen Ortsvektor aus - hier sei es A! Flr die Spannvektoren bilden wir Zg und AC und
schon haben wir die Parameterdarstellung der gesuchten Ebene.

X3 e
Parameterform
G C(7[7/10)
W . 2 2
3 / E:X=|3|+r| 2 |+s-
* B(4|5]1) 4 3 5
X2 N—— N—— N——
/ Ef AB AC
X1

Die Richtungsvektoren der Ebene diirfen keine Vielfache voneinander sein, denn dann
wére es nur eine Gerade und keine Ebene!

4.2 Ebenengleichung aufstellen

3 Punkte
Vor.: nicht auf einer Gerade Beispiel
— A(2[1]3), B(4]414), C(1]0]-1)
AB oB
Ae
N Ex <?> <§> ; <_}> aufstellen
iX = +r\3)+t| -
AC e 3 1 —4
Gegeben: A, B, C a AB AC

E:X=a+ r-A_B)+ S‘A_C)


https://stdy.help/r/1c0a5bfa05
https://stdy.help/r/105ae6380f

24 4. Ebenen

Gerade - Punkt Beispiel
Vor.: Punkt nicht auf Gerade 3 5
g:x=(2)+r{1]undP22/1)
g Gegeben: 2 2
/ ‘X=a+ruundP
g 3 5 -1
A . > o o E.-7=<2>+r-<1>+t-<0>
/ .p EX=a+ru+t-AP 2 2 -1
Gerade - Gerade Beispiel

Vor.: Geraden sind parallel

g R 3 0 -6
s gx=\2)+r-|-1 h.‘?=<1>+t-<2>
A, 2 2 3 -4
//
’ & (2)()
E:xX=\2)+r-(-1)+t-(-1
~ 2 2 1
Gegeben:
g:X=a+r-dundh:X=b+t-V
EFeder et BB () (2)-+(0)

oder E:X=b+rv+t-BA

Gerade - Gerade Beispiel

Vor.: Geraden schneiden sich -3 1 4 -1
=2 = — g?: -4 )+r|2 hj()=<3>+t<—1>
B g XxXx=a+r-u -] 1 1 1

4.3 Normalenvektor einer Ebene

recht sowohl zum einen Richtungsvektor als auch zum anderen Richtungsvektor!

kann.

Normalenvektor

Der Normalenvektor 77 = (ny Nz n3)" verlauft immer senkrecht (orthogonal) zur Ebene. Also senk-

Anhand der Ebene E zeigen wir euch zwei Méglichkeiten, wie man den Normalenvektor bestimmen


https://stdy.help/r/ce227064fc

34 5. Lagebeziehungen

Lage Gerade - Gerade

1. Richtungsvektoren der Geraden vergleichen

Ubersicht

Sonderfall: g und h schneiden
sich und sind orthogonal.

nur in
/ oder // >< oder // R* Priifung auf Orthogonalitit:

2. Punktprobe 2. Gleichsetzen Skalarprodukt der Richtungs-
vektoren ist Null.

identisch parallel schneiden sich windschief

lj:_ E Beispiel Geraden sind echt parallel: Untersuche die Lage der Geraden g und h mit

2 1 4 —1
g:?: of+t-]2 und h: X = 4 +s-| -2

Beispiel
echt parallel 2 1 4 —1

Zuerst prifen wir die Richtungsvektoren der beiden Geraden auf Kollinearitat, also ob sie Vielfache
voneinander sind. Wir sehen, dass sich der Richtungsvektor der Geraden g aus dem von h ergibt,
wenn dieser mit —1 multipliziert wird. Wer nicht das ,allsehende Auge* hat, kann den Ansatz U =
r -V wahlen und erhélt:

N —_
1l

=

| |
N —
o

N

3
N —
1l 1l
~ ~
| |
N —
~ ~
1l 1l

| |
—_ —_

—
I
—
—
Il
-
—_
I
—
=
-
Il
I
—

Wenn r in allen Zeilen den gleichen Wert annimmt, sind die Richtungsvektoren kollinear. Denkt an
den Abschnitt zu linearer Unabhangigkeit! Da die Werte von r in diesem Fall gleich sind, handelt
es sich entweder um identische oder parallele Geraden. Um das entscheiden zu kénnen, machen
wir eine Punktprobe und setzen z.B. den Ortsvektor von hin g ein:

4 2 1 4 = 2 + t-1 = t=2
4l=]o|+t-|2] = 4 =0+ t2 = t=2
4 2 1 4 = 2 + t-1 = t=2

Wenn t in allen Zeilen den gleichen Wert annimmt, liegt der Ortsvektor von h auf der Geraden g
und damit handelt es sich in diesem Fall um identische Geraden.

Kommt an dieser Stelle nicht liberall der gleiche Wert fiir ¢ raus, handelt es sich um
parallele Geraden!



https://stdy.help/r/a73a55d2ca
https://stdy.help/r/358046ed32

bestimmen
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—
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weiteres
Beispiel

38 5. Lagebeziehungen

Idee: E; umschreiben und in Es einsetzen:

Il x4 = 1 + 0Or + 2s
I x = 2 + 1r + 1s = (1+25)—-2-(2+1r+1s) =1
—— —_———
M x3 = 1 + 0r + 1s =X1 =X2

Das Ergebnis r = —2 in E; einsetzen und wir erhalten

eine Schnittgerade g.

Was fiir Lésungsmaoglichkeiten gibt es sonst noch?

Wahre Aussagen, z.B. Falsche Aussagen, z.B.
0=0, 4=4, 3=3 044, 1#2, —3+#1
E>
&5 E;
= Ebenen sind identisch = Ebenen sind parallel

Ebenen liegen in Parameterform vor
Beispiel Gegeben seien die Ebenen E; und E, in Parameterform:
1 —1 0 1 —1 0
E1:7= o |+r 1 +S 2 ,E2:7= 2 |+t 0 +Uu| 1
2 0 —1 1 2 0

Wie bei der Lage von Gerade - Ebene in Parameterform setzen wir zun&chst die Terme der Ebe-
nengleichungen gleich und erstellen daraus ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 4 Un-
bekannten. Es folgt fiir unser Beispiel das LGS

lI1 - r =1 — t | —r + t = 0
N r + 28 = 2 + u & I r + 25 — u = 2
m 2 - s =1 + 2t 1l - s — 2t = -1

mit der Lésung u = —3t. Das bedeutet die Ebenen schneiden sich in einer Schnittgeraden. Zur
Bestimmung der Schnittgeraden setzen wir die L6sung in eine der beiden Ebenen ein (hier in Ej).


https://stdy.help/r/62473d6ea2
https://stdy.help/r/02629034b4

Lineare Algebra: Grundlagen

8.1 Aufbau einer Matrix

Eine Matrix besteht aus m Zeilen und n ayy a2 -+ aip
Spalten und wird (m, n)-Matrix genannt.
P ( ) 9 dpy dg2 - Aao2p
A =
Die Dimension einer Matrix mit m Zeilen
und n Spalten ist m x n.
amt @m2 - amn

Die Elemente einer Matrix bezeichnet man auch als Koeffizienten! Besondere Matrizen sind:

e Quadratische Matrizen: m=n

Nullmatrix: Alle Elemente der Matrix sind Null!

Quadratische
Einheitsmatrix: Elemente der Hauptdiagonalen gleich Eins und alle anderen Elemente Matrix
gleich Null! 3

Diagonalmatrix: Alle Elemente, auB3er die Elemente der Hauptdiagonalen, sind gleich Null.

Stochastische Matrix, auch Ubergangsmatrix genannt, ist eine quadratische Matrix, deren
Zeilen- oder Spaltensummen Eins betragen und deren Elemente zwischen Null und Eins
liegen.

8.2 Rechnen mit Matrizen

Matrix

Matrizen addieren/subtrahieren

Die Addition/Subtraktion von Matrizen Iasst sich durchfiihren, wenn die beiden Matrizen jeweils
vom gleichen Typ sind, also die gleiche Zeilen- und Spaltenanzahl haben. Man addiert/subtrahiert
jeweils die entsprechenden Elemente der beiden Matrizen. Gegeben sind die Matrizen A und B

a1 ai b1 bz ,
A= : B = Addieren,

subtrahieren,
doq doo b21 b22

Zahl mal Matrix


https://stdy.help/r/4b2d083b1e
https://stdy.help/r/506874f1ff
https://stdy.help/r/8d21b24029
https://stdy.help/r/d3f6c67a93
https://stdy.help/r/0e35891b4e

[=]

i

[=]

Matrix
mal Vektor

[=]

[

56 8. Lineare Algebra: Grundlagen

Allgemein:
aj1 £by1 aip by
A+B-=
axy by ax £+ by

Die Addition von Matrizen ist, ebenso wie eine normale Addition, kommutativ, d.h. die Reihenfolge
der Matrizen ist beliebig: A + B = B + A. Subtraktion ist naturlich analog dazu!

Zahl mal Matrix

Eine Matrix A wird mit einer reellen Zahl r (auch Skalar genannt) multipliziert, indem man jedes
Element von A mit r multipliziert:

3 2 3.-r 2-r
4 5 4.r 5-r

Matrix mal Vektor

Damit eine solche Matrix-Vektor-Multiplikation durchgefiihrt werden kann, muss die Spaltenzahl
der Matrix mit der Zahl der Komponenten des Vektors Ubereinstimmen.
Beispiel Gegeben sei die reelle Matrix A und der reelle (Spalten-)Vektor x

1

3 2 1
A= eR?>3 und x=|o| eRr®.

1 0 2
4

Da die Matrix A ebenso viele Spalten besitzt, wie der Vektor x Zeilen hat, ist das Matrix-Vektor-
Produkt A - x = y durchfiihrbar. Nachdem A zwei Zeilen hat, wird der Ergebnisvektor y ebenfalls
zwei Elemente aufweisen. Um das erste Element des Ergebnisvektors zu berechnen, betrachten
wir die erste Zeile von A, multiplizieren die jeweils entsprechenden Eintrage dieser Zeile mit denen
des Ausgangsvektors und summieren die Ergebnisse auf (die Sternchen stehen fiir noch nicht
berechnete Elemente):

]
3 2 1 3-1+2.0+1-4 7

A -x=

0
1 0 2 * *
4
Far das zweite Element des Ergebnisvektors betrachten wir entsprechend die zweite Zeile von A
und berechnen analog:

1
3 2 1 7 7
A -x= .

1 0 2 1-1+0-0+2-4 9

&~ O


https://stdy.help/r/d34c1e4117

68 11. Produktionsprozesse

Natirlich kann auch die umgekehrte Situation vorkommen, wenn das Unternehmen sich fragt, wie
viele Endprodukte mit gegebenem Rohstoffbestand r produziert werden kénnen. Hierbei werden
unterschieden:

1. Produktionen mit vollstindigem Rohstoffverbrauch und

2. Produktionen mit teilweisem Rohstoffverbrauch.

11.2 Einfache Mehrschritt-Modelle

In der Praxis benétigen Produktionen meist zahlreiche Einzelschritte. Im einfachsten Fall kénnen
== diese durch Zusammenschaltung von Einschrittmodellen beschrieben werden und wir erhalten ein
Mehrschrittmodell. Die Zusammenschaltung funktioniert nur ohne zuséatzliche Rechnung, wenn
Brutto- und Nettoproduktion Ubereinstimmen.

[
mehrstufige

Prozesse und / \ / N
Kostenvektoren \

01 > 8
R 5 13 P = (5 132>
: “ [
R- 8 P> \
3 2 3 Viz = (132 g)
Rs | 12 5 p,

Vi: Verbrauchsmatrix von
L. Vot R V2 Stufe i zu Stufe j

In der obigen Abbildung ist ein zweistufiger Produktionsprozess dargestellt, wobei wir diesen als
zwei 1-Schritt-Modelle auffassen.

Die relevanten Zusammenhéange hierbei lauten:

r=V".z und z=V"2.p = [=V°1(V12-Q)=G-,9
———
=Z

mit G = V1 . V12 als Produktmatrix.


https://stdy.help/r/fd5c9681fc

