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1.1

1.1.1

Basics

Mengen

Definition und Mengenoperationen

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf das mathematische Objekt ,Menge” ein und beschreiben
die wichtigsten Mengenoperationen. Nach der Definition von Georg Cantor ist eine Menge eine
Zusammenfassung von wohlunterscheidbaren Elementen zu einem Ganzen. Das bedeutet, dass
wir jegliche Objekte in einer Menge zusammenfassen kénnen und so auch eine Menge erhalten,
wenn wir die einzelnen Objekte unterscheiden kénnen. Diese beschreiben wir konventionsgeman
mit geschweiften Klammern. Beispielsweise sind

o A ={rot, blau, griin, gelb} e D={grin, 2, 7, N, gprt}
e B ={groB, klein, stark, schwach}

e C={1,2,3,4} e E={xcR:x*>1}

jeweils Mengen. Dabei ist es unerheblich, ob sich in dieser Menge Farben, Zahlen oder auch auf
den ersten Blick unlogische Zeichen oder Textfolgen befinden. Hingegen sind

e G={0,1,2,3,4,5,0}
e H ={groB3, klein, sehr klein, winzig, riesig, gro3, gigantisch}

keine Mengen, da sie jeweils zwei ununterscheidbare Elemente beinhalten. In der Menge G ist
zweimal das Element ,0“ zu finden und in der Menge H tritt das Element ,grof3” ebenfalls doppelt
auf. Fir solche Objekte gibt es verschiedene Rechenoperationen, welche wir in folgender Tabelle
beschreiben:

Mengen- Bedeutung

operation

0 Beschreibt die leere Menge, die keine Elemente enthalt.

xeM Beschreibt, dass ein Element x in einer Menge M enthalten ist.

x¢M Beschreibt, dass ein Element x nicht in einer Menge M enthalten ist.

McN Beschreibt die Teilmengeneigenschaft. M ist also eine Teilmenge der Menge N
und somit sind alle Mengen von M auch in N enthalten.

Schreibweisen

Rechenregeln 2

[=]

B

OEE B

Teilmengen


https://stdy.help/r/5324219a1b
https://stdy.help/r/43cf6bcb7d
https://stdy.help/r/8a4a10bf4f
https://stdy.help/r/1e7edfff44
https://stdy.help/r/d2a70d2717
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Nachfolgend betrachten wir einen Entscheidungsbaum, mit welchem ihr trainieren kénnt, die
E richtige Gegebenheit zu erkennen:

Findet eine
Anordnung
aller Elemente
von {2 statt?
k = n Elemente
sollen ange-

| ordnet IWerden )

I .
ja nein
keine Per-
[ Permutation | { rilut:\ti:r: W
Gibt es eine
Wi Id hol I o Ist die Reihen-
l folge relevant?
ja nein n | —
| Es liegt eine ) Es liegt eine
Permutation Permutation ( Variation W ( Kombination W
mit Wieder- . Gibt es eine Gibt es eine
ohne Wieder- i , : )
holung vor. holung vor. Wiederholung? Wiederholung?
! L k1!~.r.'?-kn! ) L n! J
ja nein
Es liegt ei- Es liegt ei-
ne Variation ne Variation
mit Wieder- ohne Wieder-
’ . holung vor. holung vor.
Beispiel 5 L nk J (nE!k)!
- J
ja nein

[ Es liegt eine

Kombination
mit Wieder-
holung vor.

n+k—1
k

[ Es liegt eine )

Kombination
ohne Wieder-
holung vor.

n

k

Wir werden nun mit Hilfe des Entscheidungsbaumes einige Beispiele behandeln, um ein Gefuhl fur
diese Aufgabenstellungen zu bekommen. Die einzige Herausforderung besteht darin, den richtigen

Fall zu finden!



https://stdy.help/r/d53bf02c48
https://stdy.help/r/710f7e0ed4
https://stdy.help/r/a439160895
https://stdy.help/r/80b0255912
https://stdy.help/r/e5d824b14c
https://stdy.help/r/1f89104352
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Stochastische Unabhangigkeit

Definition und Anwendung

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der stochastischen Unabhé&ngigkeit. Wir nennen zwei
Ereignisse stochastisch unabhangig, wenn das Eintreten des einen Ereignisses keinen Einfluss
auf die Wahrscheinlichkeit des anderen Ereignisses hat. Wir definieren:

Seien zwei Ereignisse A, B C Q2 gegeben. Diese sind genau dann stochastisch unabhéngig,
wenn gilt:
P(A N B) =P(A)-P(B)

Aquivalent I&sst sich die stochastische Unabhéngigkeit durch bedingte Wahrscheinlichkeiten de-
finieren. Seien wie oben zwei Ereignisse A und B gegeben, so sind diese Ereignisse genau dann
stochastisch unabhéngig, wenn

P(A|B) = P(A) odergleichbedeutend P(B|A) = P(B).

Das Wissen Uber das Eintreten des Ereignisses A (bzw. B) hat keinen Einfluss auf die Wahrschein-
lichkeit des Ausgangs des anderen Ereignisses. Bei mehr als zwei Ereignissen sprechen wir von
Unabhangigkeit, wenn jede endliche Kombination von Ereignissen stochastisch unabhéangig ist.

Beispiel:
Seien die beiden Ereignisse

A Wurf einer ungeraden Zahl {1,3,5}

B: Wurf einer Zahl gréBer zwei {3,4,5,6}

beim Werfen eines fairen Wurfels gegeben. Um die Frage der Unabhéngigkeit beantworten zu
kdénnen, berechnen wir

P(ANB) = P({3,5}) =}
P(A) = P{1,35}) = 3
P(B) = P({3,4,56}) = Z.
Demnach gilt
1 12
P(A N B)_g_é-g_P(A)-P(B)
und die Ereignisse sind stochastisch unabhéangig.
Beispiel:
Betrachten wir die beiden Ereignisse
A: Wurf einer ungeraden Zahl = {1,3,5}
B: Wurf einer Primzahl = {2,3,5},

so ergibt sich

PANB) = P{35}) = 1}
P(A) = P({1,3,5}) = }
P(B) = P({2,3,5})) = }

Of

Beispiel 1

Beispiel 2


https://stdy.help/r/e28a4040b0
https://stdy.help/r/f2820fc26f

42 2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Charakterisierend sehen wir, dass jedem Wert k € {0,1,2,3,4,5} die gleiche Wahrscheinlichkeit
P(X =k) = % = % zugeordnet wird. Ebenso erkennen wir die Eigenschaft von diskreten Verteilun-
gen, dass bei der Zahldichte ,Lucken® zwischen den einzelnen Punkten liegen. Die zugehdrige
Verteilungsfunktion flr n = 6 beschreibt das nachste Diagramm:

Fx(t)

11
0,9+
0,8+
0,7+
0,6+
0,51
0,4+
0,3+

o =
o =
w| =

0,21

0,1+ ’ Bei Gleichverteilung sind alle Spriinge stets gleich hoch. ‘

| | | | — t
0 1 2 3 4 5

Im Folgenden sei X ~ U(a,b), da man im allgemeinen Fall keine zuséatzlichen Informationen erhalt.
Es folgt
a+b n?—1

5 Var(X) = 12 v(X)=0

E[X] =

Wie bei der Definition bereits erwahnt, kommt die Gleichverteilung stets dann zum Einsatz, wenn
es sich im Experiment um endlich viele gleichwahrscheinliche Elementarereignisse handelt. Ein
solches Beispiel haben wir auf den vorangegangenen Seiten mehrfach angeflhrt: Wurf eines fai-
ren Wurfels, Wurf einer fairen Miinze etc. Mit den Formeln lassen sich die zuvor errechneten Werte
des Erwartungswerts und der Varianz Uberprifen. Sei X ~ U(1,6), so gilt

1 1
f(k) = E = é
[t]—1+1 Lt T . " I
Fx(t) = B-1+1 "~ 6 Beachte: Bei einem gezinkten Wiirfel sind die
Elementarereignisse nicht mehr gleich wahr-
1 scheinlich und somit nicht gleichverteilt!
E[X] = ;6 - 35 9
2 _
Var(X) = 61 = 35
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Beziehungsweise somit die Eigenschaften

) Pla<X<b) = Fy(b)—Fx(a) = / ’ flx) dx
i) Ploo<X<t) = Fx(t) - / ") dx
i) PX>t) = A-Fx) = [ f(x)dx.

t

Graphisch lassen sich obige Zusammenhange folgendermafen anhand von Beispielen darstellen.
In jeder Skizze ist der Graph einer Wahrscheinlichkeitsdichte eingetragen und die grau hinterlegte
Flache visualisiert das Integral:

1,0

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
-06-04-02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22
X

1,0

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
-06-04-02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22
X

1,0

ii) = 05

\ \ \ \ \ \ \
-06-04-02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22

X
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Parametrische Einstichproben-Tests

Im Folgenden betrachten wir verschiedene Tests, beschreiben die Situationen, in denen derjenige
Test benutzt wird und welche Statistik T sowie kritischen Werte dieser Test benutzt. Diese Tests
unterteilen wir zun&chst in Einstichproben-Tests und Zweistichproben-Test. Wie der Name be-
reits sagt, handelt es sich bei der ersten Klasse um Tests, die sich auf eine Stichprobe beziehen
und Vermutungen aus dieser Stichprobe heraus nachweisen bzw. widerlegen wollen. In der zwei-
ten Klasse handelt es sich um zwei Stichproben, die verglichen werden sollen. Hier sind meist
Vermutungen tber den Vergleich von Parametern in beiden Stichproben von Belang. Das zweite
Unterscheidungsmerkmal ist die Art des Tests. Hier bilden wir zwei verschiedene Klassen: Die
parametrischen Tests und die nicht-parametrischen Tests. In diesem Abschnitt betrachten wir
die géngigen parametrischen Einstichproben-Tests.

Diese sind der. ..

1. Einstichproben GauB3-Test fiir den Erwartungswert s.

N

. Einstichproben-t-Test fur den Erwartungswert .

w

. Einstichproben-x2-Streuungstest fiir die Varianz o2.

P

approximative Einstichproben-Binomialtest fir den Anteilswert p.

Einstichproben GauB-Test fiir den Erwartungswert

Anhand des géngigen Vorgehens, welches wir zu Beginn des Kapitels dargestellt haben, fillen
wir die einzelnen Schritte nun mit speziellem Inhalt. Unter einem Einstichproben GauB3-Test ver-
steht man die Tests (einseitige und zweiseitige) des Erwartungswerts . bei normalverteilten Stich-
probenvariablen mit bekannter Varianz o oder einer hinreichend gro3en Stichprobe (n > 30) bei
bekannter Varianz. Es gilt:

Schritt rechtsseitiger Test linksseitiger Test zweiseitiger Test
1. Aufstellen der Ho: n < po Ho: p > uo Ho: 1 = po
Hypothesen

Hit w > po Hit w < po Hi: w # po

2. Stichprobe und
Signifikanzniveau a und (X1,...,Xn)
vorliegen haben

3. Teststatistik X -
) T=vn- 22 © »,1)
wahlen g
4. PrifgroBe X —
¢ t=/n. X Ho
berechnen g
5. Kritischen Wert 5 7 =_z z
bestimmen oo «n e 2
6. Hy verwerfen,
t>z t —Z4_ t Z{_a
wenn Z ST = ‘
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Voraussetzungen der one-way ANOVA:

e Die Stufen untereinander sind unabhangig.

¢ Die Vorhersagefehler sind normalverteilt.

e Die Varianzen der verschiedenen Stufen sind gleich.
Die vorkommenden Stichprobenvariablen bezeichnen wir in diesem Abschnitt mit Yjj. Die Reali-
sationen halten wir in der Regel in einer Kontingenztafel fest und bezeichnen die Eintrage mit y;;

mit Umfangeni=1,...,k undj =1,...,n;. Die Grenze n; bedeutet hier die Anzahl der beobachteten
GroBen der Stufe i des Faktors. Dies lasst sich wie folgt darstellen:

Ahnlich zur Berechnung der Randverteilun-
Daten one-way ANOVA gen flihren wir den Mittelwert der Rand-
verteilungen y;, und das Gesamtmittel Voo
ein. Die Gesamtanzahl definieren wir dabei

Stufe 1 y11 yi2 -+ Yin, durch N = Y%, n; und erhalten
Stufe2 yo; Yoo - Yon, _ 1
: : . : Yie = Vi
ij=1
] 1 &
Stufe k Ykt Yk2 0 Ying Yoo = N : Zni Yie
i=1

sowie eine korrigierte Faktorstufenvarianz

N 1 d _
si8=——Y (Vi —Tis)?.
ni—1 =
Fir die one-way ANOVA werden die mittleren Abweichungsquadrate benétigt:

MQA

1 k
D n"()7'.—}7..)2

1 a *2

Dabei misst MQA Abweichungen, die aus dem Einfluss des Faktors stammen, wahrend MQR Ab-
weichungen innerhalb einer Faktorstufe bewertet. Das allgemeine Vorgehen der one-way-ANOVA
halten wir wie folgt fest:

Schritt One-way ANOVA

1. Aufstellen der Hypothesen Hot pi=po=...=
Hy: i # pflreini#j

2. Stichprobe und Signifikanzniveau

vorliegen haben aund (yy) furi=1,.,kundj=1,..,n;

3. Teststatistik wahlen und PrifgréBe MQA
berechnen t=VaR ~Fk=1,N=k)
4. Kritischen Wert bestimmen 1 N—k 1—c

5. Hy verwerfen, wenn E> 1 N—k1—o
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Schritt rechtsseitiger Test linksseitiger Test zweiseitiger Test
1. Aufstellen der < y Ho: % > 7 Hy: % = §
Hypothesen
> _}7 H1 X < _}7 H1 DX 7{ _}7

2. Stichprobe und
Signifikanzniveau o und (X1,...,Xp) und (y1,...,¥n)
vorliegen haben
3."Teststat|st|k W = min(W,, W)
wahlen
4. Prifgroi

ruigroise w = min (W,, W_)
berechnen
5. Kritischen Wert
bestimmen “n1-a Wn,o “i-3
6. Hy verwerfen, W W< W
wenn Wn1—a Wn, o Wn1-%

Im Falle einer Stichprobe von n > 20 kann man zeigen, dass die standardisierte Statistik

.
T-vag. Nz )

Vn-(n+1)-(2n+1)

gilt. Somit kann in diesem Fall die Statistik T gebildet werden und mit den entsprechenden kriti-
schen Werten zy_,,, —zy_,, oder Zi_g verglichen werden.

Beispiel Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test:

Betrachten wir einen Supermarkt, der eine Personengruppe von 8 Personen gebeten hat, sowohl
mit Hungergefuhl als auch ohne Hungergefihl einzukaufen und die ausgegebene Summe zu no-

tieren. Dies flhrte zu folgenden Ergebnissen:

hungriger Einkauf

Person hungrig satt Dy |Dx| Ry
1 39 42 -3 3 25
2 71 68 3 3 25
3 69 63 6 6 6
4 72 68 4 4 4
5 75 80 -5 5 5
6 111 94 17 17 8
7 63 61 2 2 1
8 97 0 7 7 7

Dabei haben wir aus den Angaben ,hungrig®
und ,satt” bereits die Differenzen gebildet.
Da der Wert 3 zweifach auftritt und zwar in
den Réngen 2 und 3, weisen wir jeweils den
Mittelwert 252 = 2,5 zu.

Kann aufgrund dieser Daten die Be-
hauptung, dass die Mediane gleich sind,
also dass das Hungergefiihl keinen signifi-
kanten Einfluss auf das Kaufverhalten hat,
zu einem Signifikanzniveau von « = 5%
widerlegt werden?

Wir wenden zur Bearbeitung den Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test an:
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1. Aus dem Text erkennen wir, dass wir
o die Gleichheit der Mediane widerlegen méchten (spricht jeweils fir Hy).

Da wir die Gleichheit nicht zugunsten einer Richtung widerlegen méchten, wahlen wir den zwei-
seitigen Test und formulieren Hy : X =y und Hy : X #J.

2. Das Signifikanzniveau betragt o = 5%.
3. Die Teststatistik lautet W = min(W.,., W_).

4. Da wir in der Aufgabenstellung bereits die Differenzen und Rénge gegeben haben, folgt

n

w. = Y 1y, y0-Bc = 1+25+4+6+7+8 = 285
k=1
n

w_ = Yl y<op-Rk = 25+5 = 7,5.

=

=1
Somit erhalten wir die PrifgréBe w = min(w,, w_) =7,5.
5. Fir den kritischen Wert betrachten wir die Tabelle des Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test:

kritischer Wert: wp, 1_,,

n | =005 «=0,025
5 2 -
6 5 0 Fir n =8 (Anzahl der Personen) und a = 5%
beziehungsweise 1 — Y9 0,025 =0,975
7 3 2 . 2
erhalten wir
8 5 3
aus Tab.
9 8 5 Wn,1-g =wg0975 = 3,
10 10 8
da in der Tabelle die Werte flr w, 1_,, auf-
" 14 10 gelistet sind.
12 17 13
13 21 17
14 26 21

6. Wir lehnen die Nullhypothese zum Signifikanzniveau a = 5% ab, denn w = 7,5 > 3 = wj, ¢ g75.

Wilcoxon-Rangsummen-Test

Als weiteren nichtparametrischen Test betrachten wir den Wilcoxon-Rangsummen-Test oder auch
Mann-Whitney-U-Test. Genau genommen handelt es sich um zwei Tests, die unter diesen Namen
zusammengefasst werden. Ziel der Tests ist eine Aussage Uber zwei Stichprobenvariablen und
deren Verteilung. Mit Hilfe der Tests soll zu einem gegebenen Signifikanzniveau beurteilt wer-
den, ob sich die Verteilung nur hinsichtlich einer Verschiebung unterscheiden, also fiir a € R die
Beziehung Fx(t —a) = Fy(t) gilt. Im Sachzusammenhang bedeutet dies, dass ein zufélliger Wert
der ersten Stichprobe systematisch um einen festen Wert gréBer oder kleiner als ein zufélliger
Wert der zweiten Stichprobe ist. Aufgrund der zu widerlegenden These unterstellt der Wilcoxon-
Rangsummen-Test eine gleiche Varianz der Zufallsvariablen X und Y sowie Unabhangigkeit in
den Kopien X1,...,Xn, Y1,.0s Ym-



	Basics
	Mengen
	Definition und Mengenoperationen
	Zahlenmengen und MÃ¤chtigkeit
	Aufgaben


	Wahrscheinlichkeitstheorie
	Grundbegriffe
	Kombinatorik
	Definition und Anwendung
	Aufgaben

	Der Laplace'sche Wahrscheinlichkeitsraum
	Definition und Anwendung
	Aufgaben

	Wahrscheinlichkeitsmaß und Zufallsvariablen
	Wahrscheinlichkeitsmaß
	Zufallsvariablen

	Bedingte Wahrscheinlichkeit
	EinfÃ¼hrung und Definition
	Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
	Formel von Bayes
	Aufgaben

	Stochastische UnabhÃ¤ngigkeit 
	Definition und Anwendung
	Aufgaben

	Diskrete Zufallsvariablen
	Grundlagen
	ZÃ¤hldichte
	Diskrete Verteilungsfunktion
	Erwartungswert und Varianz
	Aufgaben

	Spezielle diskrete Verteilungen
	Diskrete Gleichverteilung
	Bernoulli-Verteilung
	Binomialverteilung
	Negative Binomialverteilung
	Multinomialverteilung
	Geometrische Verteilungen
	Hypergeometrische Verteilung
	Multi-Hypergeometrische Verteilung
	Poisson-Verteilung
	Zusammenfassung spezieller diskreter Verteilungen
	Aufgaben

	Stetige Zufallsvariablen
	Wahrscheinlichkeitsdichte und stetige Verteilungsfunktion
	Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte aus einer stetigen Verteilungsfunktion
	Berechnung der stetigen Verteilungsfunktion aus einer Wahrscheinlichkeitsdichte
	Erwartungswert und Varianz von stetigen Verteilungen
	Aufgaben

	Spezielle stetige Verteilungen
	Stetige Gleichverteilung
	Exponentialverteilung
	Normalverteilung
	Log-Normalverteilung
	Weitere stetige Verteilungen
	Zusammenfassung stetiger Verteilungen
	Aufgaben

	Mehrdimensionale Verteilungen
	Mehrdimensionale diskrete Verteilungen
	Mehrdimensionale stetige Verteilungen
	Aufgaben

	AbschÃ¤tzungen und GrenzwertsÃ¤tze
	Markow-Ungleichung
	Tschebyscheff-Ungleichung
	Die Gesetze der großen Zahlen
	Der zentrale Grenzwertsatz
	Aufgaben


	Inferenzstatistik
	Grundbegriffe
	ParameterschÃ¤tzung
	PunktschÃ¤tzung
	IntervallschÃ¤tzung
	Aufgaben

	Hypothesentests
	EinfÃ¼hrung
	Aufstellen von Hypothesen
	Fehler bei Hypothesentests
	Hypothesentests mittels p-Wert
	Aufgaben

	Parametrische Einstichproben-Tests
	Einstichproben Gauß-Test fÃ¼r den Erwartungswert
	Einstichproben t-Test
	Einstichproben 2-.4-Test fÃ¼r die Varianz
	Approximativer Einstichproben Binomialtest fÃ¼r den Anteilswert
	Aufgaben

	Parametrische Zweistichproben-Tests
	Zweistichproben Gauß-Test fÃ¼r Erwartungswerte
	Zweistichproben t-Test fÃ¼r Erwartungswerte
	Test von Welch fÃ¼r Erwartungswerte
	Approximativer Zweistichproben-Test fÃ¼r Anteilswerte
	F-Test fÃ¼r Varianzen
	One-way ANOVA
	Aufgaben

	Nichtparametrische Tests
	2-Anpassungstest
	2-HomogenitÃ¤tstest
	2-UnabhÃ¤ngigkeitstest
	Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test
	Wilcoxon-Rangsummen-Test
	Aufgaben


	Anhang

